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Resumen

A partir del modelo de maxima utilidad, las pruebas de contraste que planteé
Markowitz con el modelo de diversificacién conocido como la técnica de la
media-varianzay el analisis geométrico de portafolios con tres activos se deter-
minard la cartera de minimo riesgo, la forma del valor esperado y la volatilidad
de los portafolios. También se presentan las curvas de indiferencia, los supuestos
del modelo de Markowitz y el proceso para determinar el conjunto factible
y la frontera eficiente. Se presenta el caso del portafolio de dos activos para
conformar la frontera eficiente, en especial, cuando el coeficiente de correlacion
entre el rendimiento de los activos es +1, -1 y entre estos dos valores . Se dan las
expresionesy se describe cdmo construir matematicamente la frontera eficiente
cony sin ventas en corto, para lo cual es necesario obtener el rendimiento de la
cartera de minima varianza con o sin ventas en descubierto, lo cual es |la variable
exdgena del modelo. Asimismo, se ilustra como el inversionista debe definir una
funcién de utilidad en términos de la media y la varianza, que sea consistente con
el axioma de estas medidas. Por tltimo, se presenta el modelo de un indice para
determinar retornos, covarianzas y betas de valores individuales y de carteras.

Palabras clave
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Abstract

Based on the maximum utility model, the contrast tests raised by Markowitz
with the diversification model known as the mean-variance technique and the
geometric analysis of portfolios with three assets will determine the minimum
risk portfolio, the form of the expected value and volatility of the portfolios.
The indifference curves are also presented, together with the postulations of
the Markowitz model and the process for determining the feasible set and the
efficient frontier. It presents the case of the portfolio of two assets to form the
efficient frontier, especially when the correlation coefficient between the return
on assetsis +1,-1,and between these two values . The expressions are given, and
itis described how to mathematically build the efficient frontier with and without
short sales, for which it is necessary to obtain the performance of the minimum
variance portfolio with or without short sales, which is the exogenous variable of
the model. Likewise, it illustrates how an investor must define a utility function
in terms of the mean and variance in a way that is consistent with the axiom of
these measures. Finally, the model of an index to determine returns, covariances
and betas of individual securities and portfolios are presented.

Keywords

Expected value, volatility, risk, correlation, diversification, stocks, beta,
utility.

su primo Nicholas Bernoulli en 1713. Sin embargo,
el profesor Cramer habia dado la misma soluciéon

El valor esperado es un pilar conceptual para el
desarrollo del modelo de Markowitz. Se considera
al trabajo Libellus de Ratiotiniis in Ludo Aleae de
Huygens (1657) como el primer estudio que deter-
mind el valor esperado, expectativa (esperanza)
matematica o simplemente promedio.

Daniel Bernoulli (1738) cita en un trabajo la pro-
posicion del valor esperado e ilustra grafica y
matemadticamente la relacion mas general entre
la utilidad y la riqueza. A partir de la hipétesis de la
utilidad esperada, soluciond el problema de la fa-
mosa paradoja de San Petersburgo planteada por

https://ciencia.lasalle.edu.co/gs/vol6/iss1/7
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en 1728; el problema era determinar el retorno
esperado del juego de lanzar una moneda equili-
brada hasta que aparezca una cara sabiendo que
el jugador gana 2" ducados sila primera cara sale
en el lanzamiento -ésimo. El valor esperado de
este juego o ganancia media es infinito.

Bernoulli desarrollé dos conceptos importantes
para la economia; la dependencia de la utilidad
delariqueza delas personas, mediante la funciéon
logaritmica de la forma Y = b log x/a. donde Y =
utilidad, b es una constante, x es lariqueza final y
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aces lariqueza previa, asociando la utilidad margi-
nal decreciente. El otro concepto se refiere a que
las personas evaluan el riesgo no por el retorno
esperado que produce ese riesgo, sino mas bien
por la utilidad esperada que genera ese riesgo.

La primera media de once valores fue publicada
por Dow en 1884 y tres afos mas tarde creo el
indice industrial con doce valores y un indice
de veinte valores de ferrocarriles. Hacia 1928, el
indice industrial contemplaba treinta valores,
actualmente es conocido como El Promedio
Industrial Dow Jones (DJIA), el indice mas im-
portante del conjunto de indices creados por la
empresa' fundada en 1882.

El primer estudio sobre retornos y desviacion
estandar se realizé en la bolsa New York Stock
Exchange (NYSE) por obra de Fishery Lorie (1964)
y considero diferentes periodos desde 1926, pero
la desviacion estandar del stock de retornos de
mercado se publicé cuatro anos después. Ibbot-
sony Sinquefield (1976) hallaron estimaciones de
la prima de riesgo de los activos y determinaron
para el periodo de 1926 a 1974 el retorno prome-
dio del 10,9% por ano del Standar and Poor 500
index (S & P 500)% y un exceso de retorno sobre
los bonos del tesoro del 8,8% por ano. Dimson
and Brealey (1978) producen el primer estudio
historico en el UK3 de la prima de riesgo de los
activos con un 9,2 % entre 1919-1977.

La hipotesis de Bernoulli de la utilidad esperada
con algunas excepciones como Marshall (1890)

! Charles Dow y Edward Jones fundaron la empresa Dow
Jones & Company.

2 Es un fndice ponderado por la capitalizacién del mer-
cado de quinientas acciones representativas de todas
las industrias de los Estados Unidos.

3 Sigla originada en United Kingdom of Great Britain
and Northern Ireland, cominmente conocido como
United Kingdom.
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y Edgeworth (1911) solo fue acogida con la apa-
ricion de la obra Theory of Games and Economic
Behavior del matematico John Von Neumann y
el economista Oskar Morgenstern (1944), la cual
se apartaba del enfoque tradicional de utilidad
bajo certeza a la utilidad esperada y asumia
axiomas del comportamiento del individuo bajo
condiciones de riesgo, lo cual se constituyé en la
base de la teoria de los juegos y en un paradigma
del proceso de toma de decisiones.

Estructura de preferencias del
inversionista bajo incertidumbre

Al no existir certeza sobre los precios futuros
de los activos estos se tornan riesgosos y hacen
de la incertidumbre la esencia para analizar el
comportamiento del inversionistay considerar la
diversificacion como una practica comun y razo-
nable para disminuir la incertidumbre. La teoria
econdémica destaca dos modelos normativos de
eleccién que tratan los activos bajo condiciones
de incertidumbre y guian el proceso de los
inversores bajo el principio de la optimizacion: la
teoria de la utilidad esperada,* desarrollada por
JohnVon Neumanny Oscar Morgenstern.’ El otro
modelo normativo corresponde a los trabajos
del Premio Nobel de Economia Harry Markowitz
(1952 y 1959), publicados en el articulo pionero
“Seleccion del portafolio”y en el libro Seleccion
del portafolio (1952): “Diversificacion eficiente
de inversiones”; complementa este enfoque
normativo el trabajo del también premio Nobel
James Tobin (1958). En estos modelos se asume
que elinversionista tiene preferencias razonables
y ordenadas sobre los diferentes planes de inver-
sion que ofrecen resultados inciertos basados en

4 Sus limitaciones empiricas y conceptuales han dado
origen a las Teorfas de la Utilidad no Esperada.

5 Theory of Games and Economic Behavior.

Gest. Soc., 6(1); 91-108, enero-junio 2013, ISSN 2027-1433

Published by Ciencia Unisalle, 2013



Gestién y Sociedad, Vol. 6, No. 1 [2013], Art. 7

la distribucién de probabilidades de los resultados
futuros de las inversiones y la expectativa deri-
vada de la variable aleatoria de los verdaderos
retornos de la inversion.

En el modelo de maxima utilidad de Von New-
mann-Morgenstern el atractivo sobre las diferen-
tes opciones generadoras de riqueza determina
la ordenacién, las relaciones y los supuestos im-
portantes de las preferencias. En este modelo el
inversionista bajo condiciones de incertidumbre
elige la opcion con la utilidad maxima esperada,
evaluando toda la distribucién de probabilidades,
pero sin considerar el riesgo de las opciones como
la dispersion alrededor de la media, puede ocurrir
indiferencia en la eleccién entre dos planes dein-
versiones con la misma utilidad maxima esperada.

Las preferencias de los inversionistas ante el ries-
go lo hacen ver como neutral, adverso o amante
del riesgo dependiendo de la relacién entre la
utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern
y la utilidad del valor esperado. En el primer caso,
la utilidad esperada de la riqueza es equivalente
a la utilidad de su valor esperado. Para un
inversionista adverso al riesgo, por ejemplo, $ 10
millones con certeza es mejor que un valor espe-
rado de $ 10 millones, a no ser que la distribucién
de probabilidades sea muy favorable y cuando el
inversionista es amante de correr riesgos preferiria
los $ 10 millones de valor esperado a obtener $ 10
millones con certeza, a no ser que la distribucién
de probabilidades sea muy desfavorable. La
figura 1 ilustra un inversionista adverso al riesgo
que adquiere acciones por $ 50 millones y espera
una riqueza adicional de $ 40 millones o pérdida
por $40 millones, asumiendo resultados igual-
mente probables y con una funcién de utilidad
de lariqueza concava construida con la siguiente
expresion:

U(W)=-0,0025 W2+ 0,5 Wdonde W=riqueza

https://ciencia.lasalle.edu.co/gs/vol6/iss1/7
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Figura 1. Inversionista adverso al riesgo
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Fuente: elaboracion propia.

Otro ejemplo de funciones de utilidad se en-
cuentran en unatabl a de Levy-Markowitz (1979),
sobre los retornos anuales de 149 portafolios
expresadas asi:

UR)=Log (1 +R); UR)=(1 +R)~

El analisis comparativo, en funcién de la utilidad
esperada, extendido a la conformacién de por-
tafolios no es adecuado y el problema se torna
mas complejo, porque existen infinito nimero
de distribuciones de probabilidad que hacen
practicamente imposible aplicar y maximizar la
funcion de Von Newmann-Morgenstern.

Por otra parte, Markowitz, en su trabajo pionero,®
normativo de la media-varianza, inicialmente ex-
pone dos reglas de comportamiento del inversor
que contrasta con su regla propuesta de retornos
esperados y varianza de los retornos esperados.

6 Hecho en la comisién Cowles para la Investigacién en
Economia con financiamiento de Consejo de Investi-
gacién de las Ciencias Sociales.
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Markowitz rechaza primero como guia del
comportamiento del inversionista la norma que
enuncia la maximizacién de los retornos espera-
dos o anticipados descontados del inversionista,
porque no implica diversificacién y desconoce si
los retornos se conforman ala misma tasa o tasas
diferentes de descuento, ademas de no considerar
como se deciden las tasas y su posible variacion
con el tiempo. Por lo anterior, ante dos valores
esperados iguales de grandes, simplemente
cualquiera constituye la mejor opcién.

La segunda regla que rechaza se apoyaenlaley de
los grandes numeros y establece que el inversor
debe diversificar entre todos los activos que den
un retorno maximo esperado. En este contexto,
la mencionada ley asegura que los rendimientos
actuales del portafolio serdn practicamente
iguales a los retornos esperados, suponiendo
que hay un portafolio con el retorno esperado
maximo y de minima varianza recomendado
para el inversor. El rechazo se justifica cuando
no se considera que los retornos de los activos
estan intercorrelacionados, en consecuencia, la
diversificacion no puede eliminar toda la varianza
y el portafolio de maximo retorno esperado no es
necesariamente el de minima varianza.

Markowitz analizé e ilustrd el andlisis geométrico de
la regla de retorno esperado (E); la varianza de los
retornos esperados (V) y la exclusion de las ventas
en corto,” basado en tres y cuatro titulos y no con n
valores; por consiguiente, se emplearon las siguien-
tes expresiones basicas relativas a la definicion de
la variable aleatoria rendimiento del portafolio
combinado Iy el valor esperado y la varianza de r

Fy=WIL A+ Wor, 4t W, (1

nn

7 En el momento de la operacién de venta no se dispone
de valores y se toman prestados para posteriormente
comprarlos y cubrir el préstamo.

Published by Ciencia Unisalle, 2013
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E(rp) =w E(r)+w,E(r) + - +wE(r) (2)

Vir)=)" wiV(r) +2 NZI i W, W0, =

i=1 j=1+I
N

>3 wwo

i=1 T A

(3)

Donde o, representa la covarianza entre la varia-
ble aleatoria r, y ry la ponderacién.

En las expresiones siguientes que utiliza Marko-
witz, la variable representa el rendimiento
del portafolio combinado de tres valores; R, el
rendimiento o retorno para los activos (tanto R
comoR son variables aleatorias); X el porcentaje
de la inversion hecho en el activo R y p. es el
valor esperado del activo R, es decir pu. = E(R),
entonces se tiene para el caso de 3 titulos valores:

ER) =X x u (4)
VR) =X ¥ xx 0, (5)
> ox =1 6)
X, 20 7)
Parai=1,2,3

(8)

Adicionalmente hace X, =1-X -X,

Cuando se grafican las restricciones (7) y (8) se
obtiene un tridangulo que representa todas las
combinaciones X, y X factibles. Sobre este
plano traza las lineas isomedias correspondientes
a varios valores esperados, para lo cual sustituye
en (8) el valor de X, deducido en (12) y se obtiene
la expresion transformada:

ER) =+ X, (4 - 1) + X, (1, - 1) C)
y despejando para X, se trazan las lineas isome-
dias. En cada linea isomedia se encuentran todos
los portafolios (puntos o combinaciones X, X))
para un retorno esperado dado. De manera similar
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se trazan las lineas isovarianzas que conforman
una familia de elipses concéntricas. Cada linea
isovarianza contiene todos los portafolios para
una varianza de retorno dada. Estas lineas se
obtienen con la siguiente expresién deducida a
partirde (5)y con la sustitucion presentada en (8)
se tiene para la varianza® la expresion (5°):

VR)=X?(5,, - 26,,+0,,) + X} (5, -20,, + G,,)
+ 2X1X2 (GIZ -0,;-0,t G33) + 2X1 (613 SRS
+ 2X2 (623 - 633) + 05, (5”)

En la grafica de Markowitz el punto puede caer
dentro o fuera del conjunto factible. Cuando cae
dentro, como en la figura 2, X es el centro del
sistema que minimiza la varianza y, por lo tanto,
la combinacién X, X, en ese punto es eficiente,
no hay ningun otro portafolio que tenga una
varianza menor para el mismo valor del retorno
esperado o para uno mayor, o un retorno espe-
rado mas grande con la misma o menor varianza,
tal punto es el comienzo del conjunto eficiente.

Figura 2. Ubicacién del punto X en la grafica de
Markowitz

Sentido de crecimiento del retorno esperado E

Lineas isovarianzas Q

LineasisomediasE ~ .o-----.

Portafolios eficientes _—

Conjunto factible a I:
b <

c R / b X,

Fuente: elaboracion propia.

8 La cual tiene la forma de Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx+ Ey+ F=0
y con un discriminante de B? - 4AC < 0, la gréfica es

Cuando las lineas isomedias hacen tangencia con
las lineas isovarianzas la varianza toma su valor
menor, pero en la medida en que las isovarianzas
se alejan del punto X la varianza es mayor. El
conjunto eficiente esta formado por dos partes
en este plano; la primera parte constituida por
el segmento, de la linea critica, desde X hasta el
intercepto con la frontera eficiente y la segunda
parte por el segmento que inicia en este inter-
ceptoy se dirige sobre el limite eficiente hasta b.

Dada la naturaleza observada de las combinaciones
del conjunto de portafolios eficientes, para el caso
de tres activos y de acuerdo con las expresiones (4”)
(5”)yelvaloresperadoEyvarianzaV esunplanoy
una paraboloide, respectivamente. Si se grafican los
puntos V, E para cualquier nimero de portafolios
eficientes se obtiene una serie de segmentos de
parabolas conectadas como se aprecia enlafigura 3.

Figura 3. Expresion grafica del valor esperado E
y la varianza V en portafolios eficientes

A

/V
o=

a conjunto de portafolios
eficientes

Fuente: elaboracion propia.

La funcion de utilidad del inversionista de Marko-

una elipse-paraboloide eliptico. witz depende de los primeros dos momentos
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de la variable aleatoria, explicando que cuando
se invierte parte de la riqueza W por ejemplo
W, se espera obtener después de un periodo
de tenencia una riqueza final incluido el valor de
cualquier dinero pagado al inversionista entre
t=0yt=1.Latasa de retorno de la inversion R
permite expresar la utilidad de los inversionistas
en términos del rendimiento de la inversién me-
diante la siguiente expresion:

R=—M My ©)

De donde W, = W, y, por lo tanto, se puede
expresarque: U=¢g(R ,c ).

El enfoque de utilidad asume que el inversionista
racional, bajo condiciones ceteris paribus, si OU/CE
> 0, prefiere la riqueza esperada mas alta E a un
valor bajo; y si 0U/c, < 0 se muestra adverso al
riesgo cuando se prefiere una inversién con una
baja desviacion estandar G, a una desviacion mas
alta, dado un nivel deriquezaE .De estamanera, el
plan deinversiones de activos riesgosos es eficiente
o dominante si no existe otro portafolio que ofrezca
el mismo retorno esperado, pero con menor riesgo
(desviacion estandar) o una cartera con el mismo
riesgo y mas alto retorno esperado o un portafolio
gue muestre, a la vez, un mayor retorno y menor
riesgo. El argumento anterior se expresa formal-
mente como el axioma de la media y la varianza asi:

Sean los portafolios factibles A y B con media y
varianza (r,,c3, 7,, ;) respectivamente. Entonces
el portafolio A domina al portafolio B si y solo si
cumple:

7F,>7,y0,<CG,07,27,y0, <0,

Los portafolios que se representan en el espa-
cio riesgo-rendimiento R-R también I[lamado
volatilidad-rendimiento, se definen asi:

R-R: {(Gp,?p):cs[)ER*U {O},FPER

Published by Ciencia Unisalle, 2013

Espacio r-r y curvas de indiferencia

En este espacio se trazan las curvas de indife-
rencia de pendiente positiva y paralelas, de los
inversionistas —no se cortan por la contradiccién
que surge entre las relaciones demostrable con
los axiomas— que representan diferentes niveles
de utilidad esperada y en la medida en que se
alejen hacia el noroeste, mayor utilidad esperada
tienen (figura 4).

Estas preferencias ordenadas se pueden expresar
como funciones de utilidad lineales o no lineales
si se utiliza una escala ordinal y si se asignan
numeros de la recta numérica a cada preferencia.
Una funcién de utilidad puede transformarse
en otra funcién de utilidad monétonamente
creciente con una tasa de variacion positiva, que
represente las mismas preferencias débiles. La
convexidad de las curvas de indiferencia implica
que el inversionista tiene aversion creciente al
riesgo con respecto a un nivel de riesgo dado.

Figura 4. Curvas de indiferencia de pendiente
positiva y paralelas

UE, > UE,> UE;

<Y

A

QY

Fuente: elaboracién propia.
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JamesTobin ilustra que el axioma de lamediayla
varianza se cumple, bien sea con la funcién origi-
nal de utilidad cuadratica o cuando los retornos se
distribuyen como una normal, es decir, que solo
se requiere que los inversionistas sean adversos al
riesgo, lo cual se representa con cualquier funcién
de utilidad céncava, ya que por el teorema del
limite central, la distribucién de la media muestral
de un nimero grande de retornos aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos
tiende a distribuirse como una normal.

Por lo tanto, el modelo de Markowitz asume que
las preferencias de los inversionistas estan deter-
minadas exclusivamente por los dos momentos
de la variable aleatoria de los rendimientos, lo
cual también es demostrable cuando se considera
la funcién de utilidad cuadrética de la siguiente
manera:

Sea la funcion de utilidad de la forma: U = -ar? +
br+c,cona, b,c>0yconre€ {-0, b/2a},donde
r es el rendimiento esperado del portafolio y 4,
b, ¢ son constantes pertenecientes a los R". Si
consideramos el valor esperado de la funcién de
utilidad, tenemos:

UE = -aE(r*) + bE(r) + ¢

Por otra parte, por definicién la varianza de los
rendimientos se puede expresar asi:

V(r) = E () - [E(r)]* de donde E (%) = V(r) +
[E(r)]'y remplazando en UE se tiene: UE=-a{}(r)
+[E(r)]*} +BE (r) + ¢

Por lo tanto, la utilidad esperada es una funcion
que depende solo de la varianza y del retorno de
los rendimientos, ademas satisface el axioma dela
media y de la varianza al derivar parcialmente en
relacién con la varianza y el retorno.

https://ciencia.lasalle.edu.co/gs/vol6/iss1/7
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Modelo de Markowitz

Esta teoria normativa contempla los siguientes
supuestos acerca de los inversionistas y del
mercado:

1. Los inversionistas evaltan los portafolios
a partir de los rendimientos esperados y la
desviacion estandar de los portafolios durante
un horizonte de un periodo, de modo que
su estructura de preferencias se representa
mediante una funcion de utilidad esperada
del tipo UE =f(c% r).

Donde &2, r es la varianza y la media del
retorno de la inversién respectivamente

2. Los inversionistas son insaciables, siempre
prefieren el rendimiento mas alto entre dos
opciones que tengan la misma desviacion
estandar tal que: OUE / or > 0)

3. Los inversionistas son adversos al riesgo, asi
cuando se tienen dos opciones con el mismo
rendimiento elegiran la opciéon con menor
riesgo, es decir, la opcion con la desviacién
estandar mas baja OUE / 0o < 0).

4, Tanto los activos individuales como las carte-
ras o portafolios son infinitamente divisibles,
lo que significa que todos los activos y carteras
se pueden comprar o vender en cualquier
fraccion.

5. El mercado es operativamente eficiente, no
hay fricciones, los costos e impuestos a las
transacciones son irrelevantes.

6. Los mercados son eficientes al menos en
la forma débil y los inversionistas tienen
expectativas homogéneas, es decir, tienen las
mismas percepciones con respecto a los rendi-
mientos esperados de los activos o valores,
desviaciones estandar y covarianza de los
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valores, lo que implica distribuciones homo-
géneas de probabilidad de los rendimientos
y lainexistencia de asimetrias de informacion.

7. Todos losinversionistas disponen de la misma
informacion.

La seleccion del portafolio de Markowitz es un
proceso en dos etapas o fases, la primera inicia
con la observaciony la experiencia para terminar
con el valor esperado de los retornos de los
activos disponibles y la segunda inicia con las
creencias de los inversionistas sobre el futuro
comportamiento del valor de los activos para
terminar con la seleccién del portafolio.

El modelo no establece en cudles y en cudntos
activos invertir, pero es una hipétesis explicativa
del comportamiento racional del inversionista y
una guia importante para la toma de decisiones,
diferenciada de las conductas especulativas, que
implica una eficiente diversificacion sin depender
del numero de activos elegidos aleatoriamente,
ingenua o intuitivamente o de invertir en por-
tafolios de muchas acciones, buscando una
varianza pequena. Con anterioridad al trabajo de
Markowitz se sabia que el portafolio era menos
riesgoso en la medida en que la cartera fuera
conformada por mas activos.

La diversificacién eficiente planteada por Marko-
witz tiene en cuenta la covarianza, de forma que
se esperaria tener un portafolio conformado por
acciones de empresas de diferentes industrias o
sectores diferenciados por caracteristicas econ6-
micas que tienden a tener entre las acciones una
covarianza mas baja que, por ejemplo, la aprecia-
da en empresas del mismo sector. A partir de un
numero de activos que conforman un portafolio
o cartera, el modelo resuelve en qué proporciones
invertir en cada uno de ellos. El aporte principal es
recoger de forma explicita en el modelo los rasgos
fundamentales de lo que en un principio se puede
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calificar como conducta racional del inversor,
consistente en buscar aquella composicién de
la cartera que haga maxima la rentabilidad de la
cartera® para un determinado nivel de riesgo de
esta, o bien, un minimo riesgo de la cartera para
una rentabilidad dada.

No obstante, el modelo de Markowitz no deter-
mina el nimero de activos, ni selecciona en
qué activos invertir; por su parte, el analisis
media-varianza si considera plenamente los dos
objetivos que el inversionista tiene en conflicto
en el momento de la compra, por una parte,
maximizar los rendimientos esperadosy, por otra,
minimizar el riesgo; todo lo anterior constituye la
base para la mayoria de los modelos de selecciéon
del portafolio.

Retomamos las ecuaciones (6) y (7), ecuaciones
del retorno esperado y la varianza del portafolio:

E(rp) = le(rl) + sz(rz) + et wnE(rn)

2=3\" n i
c’ 2 ijl NASS donde W,W, son proporciones
deinversiony o, es la covarianza entre activos.

La varianza del portafolio matricialmente se
representa como: o2 = wiQ w, donde Q repre-
senta la matriz de varianzas y covarianzas de los
rendimientos de los activos del portafolioy w' el
vector traspuesto de las proporciones.

Se observa que por lo general entre mas activos
conformen el portafolio, es decir, entre mas
diversificacién se tiene, menor es la desviaciéon
estandar de la cartera, dado que las proporcio-
nes de inversidon se reducen, pero estan sujetas
a la restriccion presupuestal que implica que

° Se entiende por cartera de valores o portafolio a una
determinada combinacién de valores mobiliarios
adquiridos por una persona fisica o juridica y, por lo
tanto, que pasan a formar parte de su patrimonio. En
ella se incluyen cualquier tipo de activos financieros.
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la sumatoria de estas participaciones es igual
al cien por ciento. Por consiguiente, se puede
hablar de diferentes tipos de diversificaciéon en
consideraciéon a diversos criterios, como por
ejemplo, la diversificacion aleatoria, la diversifi-
cacion intuitiva, de acuerdo con los valores que
muestren menor riesgo o una diversificacion mas
util que implica que la correlacion entre activos es
negativay, por ultimo, la diversificacion eficiente
del modelo de Markowitz que si minimiza o,
establece las proporciones de inversion de cada
uno de los activos que conforman el portafolio,
considerando el comovimiento entre activos,
es decir la covarianza, la cual también se puede
expresar también en funcién de las desviaciones
de los activos y del coeficiente de correlacién asi:

G,; = pS, O]

De esta manera el modelo de la media-varianza
para el inversionista consiste en:

Maximizar UE (r, , G,) (10)
sujetoa X’ w, =1

Sila anterior sumatoria es < 1 se entiende que se
presta una parte del presupuesto y, por lo tanto,
no se invierte la totalidad disponible, mientras
que si esta sumatoria es >1 se considera que el
inversionista se endeuda e invierte un mayor valor
al presupuesto total disponible.

Cuando la proporcién de inversién de un activo
es negativa indica que la venta se hizo en corto
(posicion corta), es decir, se vende sin poseer los
activos en el momento de la transaccién; para
restringir este evento se adiciona la siguiente
relacion W, > 0.

Para resolver el modelo de Markowitz se requiere
aparte de conocer la funciéon de utilidad del
inversionista expresada en funcién de la media
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y la varianza, n ecuaciones de retorno esperado,
n ecuaciones de varianzay n (n - 1)/2 ecuaciones
de covarianza o coeficientes de correlacion que
se obtienen al resolver la combinacion (’5)

Conjunto factible y subconjunto
eficiente de portafolios

Dada la naturaleza de los valores que toman las
ponderaciones Wi el conjunto factible de porta-
folios formados a partir de n activos seleccionados
es un subconjunto extenso por no decir infinito,
con una forma en el espacio riesgo-rendimiento
que depende del nimero de retornos y de la
correlacién entre ellos. De este subconjunto es
necesario determinar el subconjunto éptimo de
portafolios con respecto al axioma de la media
y la varianza, conocido como conjunto eficiente
de portafolios, entre los cuales elige el inversio-
nista maximizando su funcion de utilidad y cuya
representacion grafica se denomina la frontera
eficiente. Para obtener este conjunto eficiente
se conforman dos subconjuntos: el primero,
dados los rendimientos esperados, se clasifican
los portafolios con menor varianza. El sequndo
se construye a partir de cada nivel de riesgo con
los portafolios de mayor rendimiento y de estos
dos subconjuntos se seleccionan los portafolios
eficientes, que determinan graficamente la fron-
tera eficiente de Markowitz, es decir, la frontera
estara conformada con los portafolios de minimo
riesgo entre portafolios de igual rendimiento
y los portafolios de maximo rendimiento entre
portafolios de igual riesgo.

Alternativamente a la ilustracion geométrica de
Markowitz expuesta con tres titulos valores, a
continuacién se ilustra la forma de la frontera
eficiente para portafolios constituidos por dos
activos y analizados cuando la asociacién entre los
retornos es directa y maxima para una correlacién

10
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de +1 llamada perfecta positiva; cuando este
coeficiente vale -1 indica una asociacion inversa
extrema entre los retornos reconocida teérica-
mente como correlaciéon perfecta negativa; y el
tercer caso cuando el coeficiente de correlaciéon
esta entre estos dos valores extremos [-1; 1].

Para los tres casos se considera el portafolio P
conformado por las acciones 4 y B con mediay
varianza (7, 62,7, , c2) respectivamente, y si se
asume que7, = 7,, consecuentemente 622> o3.

Caso: correlacion perfecta positiva
pAB = + 1

El rendimiento esperado del portafolio P se
expresa como 7,= w 7, + w, 7, y la varianza del
portafolio P se pude expresar como la varianza
de la suma de las variables de los rendimientos
ponderados por las cantidades de inversién que
se consideran mayores > 0, asi:
2 = 242 22 i
02 = wjo] + wWiop+ 2w w0, donde o, es igual
a la covarianza de las dos acciones, la varianza
del portafolio se puede expresar también asi
2 = 202 2 52
02 = wio} + wiol+ 2w w,0,0,p,. dado que
c,, = 0,0,p,, €l producto de las desviaciones

AB
por el coeficiente de correlacién.

Como en este caso p,, = 1 entonces se tiene:

2=w2o?2 2 o2 i i
o2=wio?+wioi+ 2w w,0,0, que esun binomio
cuadrado perfecto y, por lo tanto, la desviacién
del portafolio es:
c,=w,0, +w,0,, comow, +w,=1,al reempla-
zar w, =1 —w, en la desviacion del portafolio y

despejando para w, se tiene:

w, = (Gp -6,)/(c,—c,) esta expresion reemplaza
a w, en la ecuacion del rendimiento esperado
para las dos acciones y se obtiene la ecuacion de
una linea recta:
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6,7y — O F,  (F,=Tp)
— A" B B A A B .
7= + G cuya pendiente
P G,— 0, (6,—0,) »

Ty =75 es positiva segun los supuestos ini-
ciales, la recta representa las combinaciones
formadas con las acciones A y B ubicadas en el
segmento lineal BA de la figura 5.

Caso: correlacion perfecta negativa
P = —1

Como la varianza del portafolio de las acciones
AyBes:

2 = 252 252
G, =Wwio;+ Wio,+ 2w w,0,06,p,, al reemplazar

= _ i 2 — w2a2 22
Ps 1 setiene o) = wio]+ wyo;— 2w w0 0,

Asi la varianza del portafolio al ser un trinomio
cuadrado perfecto permite expresar la desviacion
del portafolio que por definicién se asume no
negativa como:c,=w,o, —w,0,y COmo en el caso
anterior al reemplazar w,= 1 —w, la desviacion
del portafolio es:

c,= [w, (6,+ c,) - c,] el valor de la desviacion
es negativo si la diferencia entre el paréntesis es
< 0 o la desviacion es cero o positiva si la dife-
rencia es > 0 y en ambos depende del valor de
la variable w,, de manera que para la desviacion
del portafolio negativa c,= —[w,(c,+0,)-0c,]se
requierequew, (6,+0,) <G, queesequivalente
aw, <oc,/(c,+ c,)y por lo tanto despejando
para w, enc = —[w,(c,+ c,) — ,] se obtiene:
w,=(c,— Gp)/((SA+ c,)

Cuando se considera la desviacion 6 =0 se tiene
w,=0,/(c,+0c,), mientras que para la desviacion
positivac, = +[w,(c,+c,) —c,] se debe tener que
w,(c,+06,) >0, queequivaleaw, >c,(c,+G,),
obteniendode o, positivaw, = (c,+6,)/(c,+0)).

Estas equivalencias de w, se reemplazan en
la ecuacion del retorno medio del portafolio

1
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r,=wr, +w,7,y al desarrollar los productos y
factorizar se obtiene las ecuaciones correspon-
dientes a dos rectas una de pendiente negativa
y otra de pendiente positiva asi:

Siw, <o, /(c,+0,) >w, = (GB—GP)/(GA +0G,Yy

C,(F,—Tp)
(o,+0,) S,
A B

GA+GB

=7, +
Siw, >o,/(c,+6,) >w,=(c, + Gp)/(GA +06,)Y

7,7,
(c6,+0,) S,

. +GB(?A_7B)
rP rB GA+GB

La figura 5 ilustra la frontera eficiente para los
casos de las acciones A y B con correlacién per-
fectamente positiva y perfectamente negativa y
tambien el caso de correlacion no extrema de los
activos A y B entre [-1; 1] cuando la frontera efi-
ciente entre estas acciones se representa por una
curva que corresponde a una funcion hiperbdlica.

Figura 5. Frontera eficiente

Y \

ay

Fuente: elaboracion propia.

En esta figura los portafolios formados con los
activos A y B con correlaciéon perfecta positiva
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p,, = + 1se ubican sobre la linea recta entre
los puntos B y A. En el punto B de esta recta se
localiza el portafolio Unico B de minimo riesgo,
es decir, no hay portafolio con menor riesgo y
la diversificacion en este caso no es util. Cuandola co-
rrelacion p, . =— 1, es decir perfecta negativa. En este
caso, la forma del conjunto factible se parte en dos
(verfigura 5), una con pendiente negativa, segmento
BC,y otra de pendiente positiva, segmento CB, de-
pendiendo del valor que tome w,, que enel punto B
esw, = 1, valor que comienzaadisminuiren el porta-
folio P hasta el punto C cuando la desviacién del por-
tafolio es nula, después de este punto la proporcién
sigue disminuyendo, pero los portafolios se ubican
en el segmento CA manteniendo la correlacién

P =~ L.

En el caso de correlaciéon negativa perfecta en-
contramos diversificacion util, puesto que existen
portafolios del conjunto factible con menor riesgo
y mayor retorno que el del activo B. Por ejemplo,
el portafolio de minimo riesgo es el de desviacion
estandar nula, localizado en el punto C.

Caso: correlacionentre — 1< p < + 1

Los coeficientes de correlaciéon extremos son
mas tedricos, lo comun es encontrar valores
del coeficiente de correlacion entre [-1; 1], de
manera que el conjunto factible de los portafolios
comprende el drea del triangulo BAC. En general,
el conjunto factible de portafolios combinados
con dos o mas activos dentro del triangulo tiene
forma de sombrillas que representan las ramas de
una funcién hiperbélica localizadas a la derecha
del eje vertical tal como se observa de manera
particular en la figura 5.

Enlafigura 6 se dibujaron algunas areas con forma
de sombirillas donde se localizan los conjuntos fac-
tibles de portafolios combinados de dos activos 'y
también se grafica esta forma de sombrilla para

12
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el conjunto factible de la combinacién entre por-
tafolios. Asi por ejemplo, se observa la hipérbola
que representa la frontera del conjunto factible
de los portafolios combinados entre los activos A
y D,y similarmente la frontera representada por la
hipérbola para los portafolios combinados entre
los activos Dy G y también la forma de sombrilla
para la combinacién entre los portafolios Hy B.

Figura 6. Conjuntos factibles de portafolios
combinados

Fuente: elaboracion propia.

En todas estas hipérbolas se observan los porta-
folios de maximo y minimo rendimiento, como
también los portafolios de maximo riesgo que
corresponden a los portafolios Unicos, mientras
que el portafolio de minimo riesgo corresponde
al punto deinflexién de un portafolio combinado
en la figuran 6 sefalado con M. Lo anterior es
valido para portafolios legitimos, es decir, con
proporciones de inversién mayores o iguales a
cero. Se puede concluir que hay una relacién
inversa entre el valor de la correlacién [-1; 1]1delos
rendimientos de los activos y la diversificacion del
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portafolio, es decir, a menor correlacién entre los
retornos de los activos mayor es la diversificacion.

En la figura 6 se aprecia de manera especial la
sombrilla delimitada por la hipérbola que pasa
por los puntos B, M, A, cuya area contiene el
conjunto factible de portafolios. Los portafolios
localizados sobre la linea curva entre los puntos
M y A inclusive, son los que conforman la deno-
minada frontera eficiente o conjunto eficiente de
Markowitz, son portafolios de minimo riesgo para
cada nivel maximo de rendimiento que cumplen
con el axioma de la mediay la varianza. Todos los
demas portafolios son factibles, pero dominados
por los portafolios de la frontera eficiente.

Determinacion de la frontera
eficiente de Markowitz

En la figura 6 la linea M-A es la frontera eficiente,
a partir de la cual el inversionista elige el portafo-
lio; para su determinacién matematicamente
se requiere obtener primero el rendimiento del
portafolio de minima varianza o desviacion es-
tandar (minimo riesgo). Este portafolio se obtiene
resolviendo el valor de la proporcién de inversién
W, para cada uno de los n activos, en la siguiente
formulacién, que asume a W, como una variable no
restringida, es decir, admite la posibilidad de ventas
en corto y en este caso la variable es negativa:

. . . _ n n
Minimizar o2= 2 ijl WWGo, (1

Sujetoa: X w, =1

La funcion objetivo es equivalente en forma
matricial a Minimizar c,= wl Qw.

La solucidon se puede obtener planteando la
funcién y las condiciones de primer orden de
Lagrange mediante algun software como solver
de Excel.
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Sino es permitido o no es habitual asumir posicio-
nes cortas, para obviar el problema de la variable
no restringida w, se agrega la restriccion w. > 0
que determina la conformacion de portafolios
Optimos, pero el método de Lagrange no es apli-
cable por ser esta restriccion de desigualdad, asi
el rendimiento del portafolio de minima varianza
o desviacion estandar (minimo riesgo) se resuelve
con software para programacion cuadratica,
un método de optimizacion que contempla la
funcién objetivo cuadratica y restricciones de
igualdad o desigualdad.

Por lo tanto, el problema por resolver para encon-
trar el rendimiento de portafolio de minimo riesgo
se formula mediante las siguientes expresiones:

N O
Minimizar 2 = 2, Zj:l wWWo, (12)

Sujetoa: 2.} w, =1

w.>1

1

En consecuencia, hallado el portafolio de minimo
riesgo, la frontera eficiente se construye depen-
diendo de la posibilidad de realizar o no ventas
en corto generando exdgenamente rendimientos
de portafolios por encima del rendimiento del
portafolio de minima varianza encontrado.

1. Primero cuando se consideran las ventas
en corto, es decir, las ponderaciones de W,
pueden ser negativas; se tienen las siguientes
expresiones matematicas como formulaciéon
del problema, el cual puede ser solucionado
por el método o la funcién de Lagrange. En
este caso, la frontera eficiente inicia con el
portafolio de minimo riesgo, pero la linea
concava se extiende ilimitadamente, es decir,
se tienen retornos ilimitados de portafolios
por permitir las ventas en corto.

. . . 2 n n
Minimizaro’ =2 >, wwo, (13)
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. — n -_—

Sujetoa:7, =2 w, T,
n —
zi:l w. I

Donde?pk esexdgenay porencima del rendimien-
to del portafolio de minimo riesgo.

2. Segundo cuando no es posible realizar ventas
en descubierto (en corto), la frontera eficiente
es una funcion concava en el espacio riesgo-
retorno que se extiende desde el portafolio
de minima varianza al portafolio de maximo
retorno, obteniéndose con la adicion de la
restriccién de no negatividad de Wi, que por
ser una desigualdad de laforma > no se puede
resolver por el método de Lagrange, sino
con la programacién cuadratica teniendo la
siguiente formulacion.

« e . 72— n n
Minimizar o, = 2 ijl NAZS (14)

. .= _ N\ —
Sujetoa:7, =2 w, T,

M=

w. =1
1 1

w.>0

1

Maximizando la utilidad esperada
del modelo de Markowitz

El inversionista para solucionar su problema de
maximizar la utilidad esperada debe especificar
una funcion de utilidad en términos especificos
de la media y la varianza y que sea consistente
con el axioma de estas medidas. Esta utilidad
maxima la logra en el punto de tangencia de la
frontera eficiente con la curva de indiferencia del
inversionista en el espacio riesgo-rendimiento.
A continuacion, retomamos la expresién de la
funcién de utilidad:

Maximizar UE (Fp, csp)

Sujetoa2’ w =1
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Una expresion de la funcién de utilidad propuesta
por William Sharpe es:

62
Maximizar UE =7 — T” donde t > 0y representa

la tolerancia al riesgo, de manera que valores
mayores de 1 significan mayores tolerancias al
riesgo y, en consecuencia, valores mas grandes
de utilidad. Este problema sin restriccién a vender
en corto se puede resolver como un problema de
minimizacién aplicando una regla de equivalencia
y utilizando el método de Lagrange. La regla
de equivalencia permite expresar la funcién de
utilidad de la siguiente manera:

o2

Minimizar - UE=TP—V,, (15)
Sujetoa X w, =1

) n n - _ n —
Donde Gp S Zi:l Z/zl WinGij y rp - zi:l wr,

Modelo de un indice y modelo
de mercado

Desde hace mas de cincuenta afos de los trabajos
de Markowitz y otros, la mayoria de las investiga-
ciones durante este tiempo se han concentrado
en métodos para la implementacién de la teoria
basica, con avances muy recientes que contribu-
yen a facilitar la aplicacion para la gestion actual
de los portafolios. Los avances han permitido
el desarrollo de habilidades para describir los
problemas y las soluciones en términos bastante
simples, dado que, por una parte, permiten sim-
plificar la cantidad y el tipo de datos de entrada
necesarios para el analisis del desempeno de las
carteras y, por otra parte, por las aplicaciones
que simplifican los procedimientos de computo
requeridos para calcular los portafolios 6ptimos.

En este contexto y para visualizar la complejidad
del nimero de estimaciones requeridas como
datos de entrada, considerando a titulo de ejem-
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plo, una instituciéon pequefia en el concierto
mundial como la Bolsa de Valores de Colombia
(BVC) que diariamente maneja en promedio en
sus transacciones del mercado de renta variable
alrededor de 40 acciones, tendria que para hacer
el andlisis del portafolio determinar 40 retornos
esperados, 40 varianzas y 780 coeficientes de
correlacion determinados por la expresiéon n(n
- 1)/2. Para una organizacién que maneje 100
stocks, las cifras serian: 100 retornos estimados,
100 varianzas y 4950 coeficientes de correlacién.

El reconocimiento de este enorme trabajo ha
motivado el desarrollo de matrices de correlacién,
ya sea como modelos de indices™ o como téc-
nicas de promedios. Las técnicas utilizadas mas
ampliamente suponen que el movimiento entre
los stocks esta influenciado basicamente por un
indice, del que proviene el nombre de modelo
de un solo indice, el cual también se utiliza en
pruebas de mercados eficientes y pruebas de
equilibrio. El modelo de un indice también se
reconoce con otros nombres: modelo diagonal
de Sharpe, modelo de mercado,” modelo de un
solo factor. El modelo constituye una aplicacién
del andlisis de regresién simple lineal que supone
una relacién entre los rendimientos de una accién
ordinaria con los rendimientos de un indice de
mercado. Esta relacién matematica se obtiene por
el método de los minimos cuadrados para deter-
minar los parametros de regresién y se representa
mediante una ecuaciéon muestral que permite
captar las influencias del entorno del mercado, en

10 El indice puede ser definido en términos de cualquier
influencia, no necesariamente como el rendimiento de
un indice del stock del portafolio del mercado, puede
ser la tasa de aumento pronosticada para el sector
industrial o el producto interno bruto entre otros.

1 El modelo de mercado es idéntico al modelo de un
indice excepto que no supone que la covarianza (,, s,.)
y siempre es definido en términos del portafolio del
mercado.
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general, y de la empresa, en particular, sobre los
retornos de cada uno de los activos. El objetivo
del modelo en este caso es predecir los retornos
delas acciones y la covarianzas entre activos una
vez que se han determinado las estimaciones de
los parametros de regresién conocidos habitual-
mente como coeficientes de regresién. La manera
de captar esta relacién con el modelo de mercado
se expresa en la siguiente ecuacién basica para
cada uno de los activos:

rl.=ocl.+[3irm+si (16)
para todos los stocksi=1, ..., n

r,=retorno del activo i para algun periodo dado
(una variable aleatoria).

a, = interseccion, el retorno del activo i indepen-
diente de los cambios en el indice del mercado.

B,=lapendiente, medida del cambio en el retorno
del activo i por el cambio unitario del rendimiento
en el indice del mercado.

r, =retorno delindice del mercado para el mismo
periodo (una variable aleatoria).

g, = error aleatorio, variable con valor esperado
de ceroy varianza o’’.

En la ecuacién se observa que el rendimiento de
cada activo esta relacionado con el rendimiento
del mercado y con el parametro ¢, particular
de cada activo i que captura las caracteristicas
especificas de la empresa. Los siguientes son
supuestos relacionados con el error aleatorio ¢,
conocido como “perturbacion estocastica”

1

- Elvalor esperado de las perturbaciones ¢, es
igual a cero: E (g) = 0.

« Las perturbaciones estan uniformemente
distribuidas (varianza) E (¢,)* = 62 es constante
(homocedasticidad).
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« Las perturbaciones estan incorrelacionadas:
covarianza (g,, sj) =0.

« Las perturbaciones estan incorrelacionadas
con el rendimiento del indice covarianza
(g,, r,) = 0, es decir, estas dos variables se
consideran independientes.

Se deduce de los dos ultimos supuestos que los
rendimientos de los valores solamente estan
correlacionados con los rendimientos del indice
del mercado. En cuanto a la pendiente del mo-
delo, también se conoce como beta y es igual al
cociente entre la covarianza de los retornos del
activo con los retornos del indice del mercado
sobre la varianza del mercado, si el rendimiento
de un valor refleja el mismo rendimiento del
indice del mercado tendra beta igual a unoy
un intercepto igual a cero. Los valores con betas
mayores de 1 se conocen como valores agresivos
y tiene mayor volatilidad que el rendimiento del
mercado, mientras los activos con betas menores
a 1 se llaman valores defensivos y son menos
volatiles que el indice del mercado. El beta de un
valor se calcula asi:

o.
Bi — im (1 7)

El otro parametro del modelo, el intercepto a., se
calcula ast:

o, =7-Ppr (18)

Las soluciones anteriores a las dos incégnitas
de modelo se deducen si se obtiene un sistema de
dos ecuaciones denominadas normales, median-
te derivadas parciales para minimizar la suma de
los errores cuadraticos o empleando sumatorias
a partir de la ecuacion basicar, = a, + Br, +¢€

im it

De esta manera el calculo para cada uno de los
stocks, del retorno medio, la varianza de los ren-
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dimientosy la covarianza entre activos se facilitan
empleando las siguientes expresiones:

F= 0+ B, 19
c,=pra2 + o2 (20)
c,=pBBc? (21)

La expresion anterior de la varianza en el modelo
del mercado para valores, capta el riesgo total de
un valory el primer sumando f,* 6 identifica el
riesgo del mercado llamado también riesgo siste-
matico caracterizado porque no es diversificable,
mientras el segundo sumando G2 es conocido
por varios nombres: riesgo Unico, no sistematico,
especifico,'? el cual es diversificable en la medida
que se adicionen mas activos al portafolio.

Un ultimo aspecto basico en el modelo de un
indice es el coeficiente de determinacién que es
equivalente al grado de riesgo sistematico. Este
coeficiente es el cuadrado del coeficiente de
correlaciéon y asume un valor entre [0; 1], gene-
ralmente, se expresa porcentualmente y mide el
gradoen que larelacién detipolineal con elindice
del mercado explica los cambios en el retorno del
valor, de manera que si el coeficiente tiende a 1
el comportamiento del mercado explica en alto
grado la variacion de los rendimientos del activo
y en consecuencia el riego sistematico el alto.

Rendimiento esperado, varianza
y beta de la cartera con el modelo
de un indice

De acuerdo con la expresion (1), si los fondos
invertidos en el activo se representan con el

12 Los factores especificos de las empresas que influyen en
la modificacién del riesgo, por ejemplo, son la obtencién
de una patente, un accidente industrial, entre otros.
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rendimiento de esta cartera de manera implicita
es:

r =" wrycomor =a +pr +¢i
p =t Wi 1Y i i i'm

Entonces se tiene la expresion para el rendimiento
de un portafolio en funcién de los parametros del
modelo de un indice asi:

n

rp = Z w, (o, + B’.rm +¢g) (22)
i=1
A partir de esta expresion el valor esperado, la
varianza y el beta del portafolio estan dados por
las siguientes ecuaciones:

Fp = Z:l=1 w; (ai +pr,) = 2?=1W,~ o, + Zln=1 w; Bifm (23)

Sea el intercepto del portafolio o, = Zl."zl w,a,
y el beta del portafolio 8 = ¥ w, B, (24)

Es decir que los dos parametros correspondientes
al portafolio son promedios ponderados por
las proporciones de inversion y entonces el
rendimiento esperado del portafolio r,se puede
expresar en funcién de los pardametros del modelo
de un indice y del rendimiento promedio del
indice del mercado 7, asi:

T=o + BT, (25)

Al aplicar las propiedades de la varianza a la
expresion (22) del rendimiento del portafolio la
varianza de la cartera queda expresada como:

2 n 2 <2 n 22 _ R2~2 n 202
O‘p - (Zi=lwiﬁi) S, + Zi:lwi Gy~ ﬂp S, + Zi=lwi O
(26)

Asi, el primer sumando constituye el riesgo siste-
matico del mercado y el segundo sumando el
riesgo diversificable.
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