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Resumen

El objetivo de este articulo es indagar y presentar, con base en ideas
originales, la teoriay principales antecedentes tedricos y conceptuales
de uno de los modelos mas importantes de la teoria moderna del
portafolio, Capital Asset Pricing Model (CAPM), desarrollado inde-
pendientemente en su forma estandar en los setenta por Sharpe,
Treynor, Lintner y Mossin. Este modelo microeconémico descriptivo
de equilibrio general se ha derivado con diferentes grados de rigor,
matematicas complejas y construccién de modelos de portafolio como
agregados del comportamiento inversionista. EL CAPM proporciona
una solucién para el problema de selecciéon éptima de portafolios de
activos riesgosos que deben poseer inversionistas quienes asumen
maximizar el valor de un orden de preferencias considerando precios
y distribucién de probabilidades de los rendimientos derivados de un
conjunto de datos; explica la fijacion de precios de carteras en un mer-
cado de activos en equilibrio a partir de la relacién entre rendimiento y
riesgo de portafolios en un entorno de resultados inciertos. Se expone
una breve resena histérica y temas trascendentes del desarrollo del
CAPM estandar: el comportamiento del inversionista en condiciones
inciertas; el modelo de equilibrio del mercado de capitales y la fijacion
de precios de los activos de capital.
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Abstract

The purpose of this article based on seminal ideas is investigating and
offering the main theoretical and conceptual fundaments previous to
the most important models of the modern theory of the portfolio known
as the Capital Asset Pricing Model -CAPM- developed independently as
standard form during 70’s by Sharpe, Treynor, Lintner and Mossin. This
microeconomic descriptive model of general balance has been derived
with different rigor degrees, complex mathematics and a construction
of portfolio models like aggregates of the investors’ behavior. The CAPM
provides a solution for problem of selecting optimal portfolios of risky
assets that investors should possess assuming to maximize the value of
preference order considering prices and distribution of probabilities of the
derived yields from a data set, but also explains the price fixation in a market
of assets in balance from the relation between the portfolios yield-and-risk
in an uncertain results environment. Also there is a brief historical review
and the outstanding topics of the development of the standard CAPM - the
behavior of the investor under uncertainty conditions; the model of the
capital market balance and the price fixing of the capital assets.

Keywords

CAPM, general balance, portfolio, yield, risk.

version se podria dar en dos fases: la eleccion de
un Unico portafolio 6ptimo de activos riesgosos

Introduccion

En la teoria del portafolio ninguno de los traba-
jos desarrollados hasta 1960 para seleccionar
activos se extendidé para construir una teoria
del mercado en equilibrio de precios de activos
en condiciones de riesgo. Asi, Von Neumann y
Morgenstern (1944) propusieron el modelo de
“maxima utilidad esperada”y posteriormente
Markowitz (1952) presenté el modelo de“media-
varianza” como solucién general para el proble-
ma de seleccién del portafolio. Tobin ilustré que
el modelo de Markowitz, en ciertas condiciones,
implicaba que el proceso de seleccion de la in-
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y una asignacion de fondos entre el portafolio de
activos riesgosos y un solo activo libre de riesgo,
pero no se disponia de algun estudio por la
época mencionada que, ademds, de estructurar
una teoria microeconémica positiva bajo con-
diciones de riesgo se sumara a las predicciones
del comportamiento del mercado de capitalesy
describiera el precio del riesgo como resultado,
entre otros aspectos, de las influencias basicas
de las preferencias de los inversionistas y de los
atributos fisicos de los activos de capital, lo cual
dificultaba establecer una relacién significativa
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entre el precio de un activoy su riesgo. Dentro de
los métodos para establecer la direccion futura
de los precios de los valores de los mercados se
encuentran el analisis fundamental y el analisis
técnico, conocido también como ‘chartismo’
Desde la perspectiva bursatil de inversién a largo
plazo, el andlisis fundamental se lleva a cabo con
los datos contables y financieros de las empresas
para estimar el valor intrinseco de la accién,
conocido asimismo como valor fundamental, el
cual se compara con el precio del mercadoy se
establece si el precio de la accién en el mercado
esta sobrevaluado, subvalorado o corresponde
al valor justo en comparacion con lo que se cree
o percibe como correcto. Los analistas técnicos
—sin tener en cuenta lainformacién fundamental
financieray contable de las empresas- conside-
ran la hipotesis de los mercados eficientes para
plantear que los precios de los activos del mer-
cado reflejan toda la informacién que se conoce
y el comportamiento de los inversionistas, de tal
manera que con diversas técnicas se estudie, a
partir de los datos histéricos, las tendencias de
la demanda de estos mercados a fin de predecir
en el corto plazo los movimientos en los precios
de los mercados accionarios.

Este trabajo se centra en las principales bases
conceptuales y en el modelo derivado de un
marco tedrico microecondmico positivo que
trata el estudio, la descripcion de las decisiones
delos inversionistas en el mercado de activos en
condiciones de riesgo y la explicacién de la for-
macion de los precios a partir de larelacién entre
riesgo y retorno esperado. El desarrollo de esta
teoria considera el modelo de determinacion de
los precios de los activos de capital —~conocido
en su primera version como Capital Asset Pricing
Model (CAPM). Otros aspectos de este escrito se
refieren a unos breves antecedentes historicos,
y a los temas fundamentales para el desarrollo
del CAPM: el comportamiento del inversionista
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en condiciones de incertidumbre; el modelo de
equilibrio del mercado de capitales y la fijacion
de precios de los activos de capital.

Antecedentes historicos
y conceptos

El valor esperado constituye un pilar conceptual
para el desarrollo del CAPM. Se considera al
trabajo Libellus de Ratiotiniis in Ludo Aleae de
Huygens (1657) como el primer estudio que
determind el valor esperado, expectativa (es-
peranza) matematica, o simplemente promedio
referido al caso de resultados igualmente pro-
bables, a partir de los cuales se calculé el valor
esperado para 2 ganancias y para n ganancias.
Posteriormente, con probabilidades diferentes,
determind el valor esperado para dos ganancias
y generalizé para n resultados.

El médico y matematico suizo Daniel Bernoulli
(1738) se refiere en un trabajo a la proposicion del
valor esperado, que por la época constituiria la
base de todos los matematicos que estudiaban la
medicion del riesgoy, de otra parte, ilustra grafica
y matematicamente la relacién mas general entre
la utilidad y la riqueza. A partir de la hipétesis
de la utilidad esperada, Bernoulli solucioné el
problema de la famosa paradoja de San Peters-
burgo planteada por su primo Nicholas Bernoulli
en 1713. Sin embargo, el profesor Cramer habia
dado la misma solucién en 1728. El problema
consistia en determinar el retorno esperado del
juego de lanzar una moneda equilibrada hasta
que apareciera una cara sabiendo que el jugador
gana 2"ducados si la primera cara sale en el
lanzamiento n-ésimo. Asi, el valor esperado de
este juego o ganancia media es infinito.

Bernoulli, entonces, desarrollé dos conceptos
importantes para la economia; la dependencia
de la utilidad de la riqueza de las personas, a
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partir de la funcién logaritmica de la forma
Y = blogx/a donde Y= utilidad, b es una cons-
tante, x corresponde alariquezafinalyaesla
riqueza previa, asociando la idea famosa de la
utilidad marginal decreciente. El otro concepto
se refiere a que las personas evaltan el riesgo,
no por el retorno esperado que produce ese
riesgo, mas bien por la utilidad esperada que
genera ese riesgo. Gossen (1854), canalizan-
do la idea de Bernoulli, formulé la ley de la
utilidad marginal decreciente: la satisfaccion
suplementaria obtenida por el consumo de un
bien disminuye progresivamente a medida que
aumenta la cantidad consumida, hasta llegar a
ser nula cuando se alcanza la saciedad (e incluso
negativa). Su contribucién fue previa a la llama-
da Revolucion Marginalista (1871-1874) que
hace referencia a la economia neoclésica. Asi la
utilidad marginal decreciente de Bernoulli se
constituy6 en el eje de otros trabajos como los
de Jevons (1871), Menger (1871) y Walras (1874),
quienes proponen el principio de la utilidad
limite. No obstante, la hipétesis de Bernoulli de
la utilidad esperada, con algunas excepciones
como Marshall (1890) y Edgeworth (1911), sélo
fue acogida con la aparicién de la obra Theory
of Games and Economic Behavior del matema-
tico John Von Neumann y el economista Oskar
Morgenstern (1944), que extendio la teoria de
la utilidad esperada asumiendo axiomas del
comportamiento del individuo en condiciones
de riesgo y constituyéndose en la base de la
teoria de los juegos y en un paradigma del
proceso de toma de decisiones.

Asimismo, Harry Markowitz (1952,1959) y Roy
(1952) desarrollan la teoria del portafolioilustran-
do cémo constituir portafolios de inversiones in-
dividuales que optimicen la relacién entre riesgo
y retorno. Markowitz precisé la formulacién del
problema de seleccién de carteras en términos
del primer y segundo momento de la variable
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aleatoria, conocidos como la mediay la varianza
delrendimiento.JamesTobin’, en febrero de 1958
en el articulo “Liquidity Preference as Behavior
Towards Risk’, crea el concepto de dominancia
de un portafolio combinado de activos riesgosos
y el activo monetario libre de riesgo.

En efecto, el entorno inicial del CAPM estuvo
caracterizado por los nuevos fundamentos de la
teoria de las decisiones bajo incertidumbre y por
el desconocimiento empirico de los factores de
riesgo y de retorno en el mercado de capitales.
El primer estudio sobre retornos y desviacién es-
tandar se realizé en la bolsa de Nueva York (NYSE)
por parte de Fisher y Lorie (1964) y consideré
diferentes periodos desde 1926, pero la desvia-
cién estandar del stock de retornos de mercado
se publicé cuatro anos después. Ibbotson y Sin-
quefield (1976) hallaron estimaciones de la prima
de riesgo de los activos y determinaron para el
periodo de 1926 a 1974 el retorno promedio del
10,9% por afno del Standard and Poor 500 Index
(S&P 500)?y un exceso de retorno sobre los bonos
del tesoro del 8,8% por afio. Dimson and Brealey
(1978) producen el primer estudio histéricoen el
UK3 de la prima de riesgo de los activos con un
9,2% entre 1919-1977.

El modelo de apreciacién de activos de capital,
CAPM -desarrollado en la década de los setenta
inicialmente por William Sharpe (1964), Jack
Treynor (1962), John Lintner (1965) y Jan Mossin
(1966) y el modelo alternativo Arbitrage Pricing
Theory (APT) propuesto por Ross (1976)- plan-
tean la Teoria Moderna del Portafolio y buscan

! Nobel Laureado en Economia en 1981 por su trabajo
‘Anélisis de Mercados Financieros’ y su relacién con
las decisiones del gasto, empleo, produccién y precios.

2 {ndice ponderado por la capitalizacién del mercado de
500 acciones representativas de todas las industrias
de Estados Unidos.

3 Sigla originada en Reino Unido de Gran Bretafia e Irlanda
del Norte, cominmente conocido como United Kingdom.
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explicar cémo se determinan los precios de los
activos que conforman las carteras o portafo-
lios en un mercado competitivo, en el cual la
oferta y la demanda se igualan estableciendo
“precios de equilibrio” sostenidos por todos los
inversionistas.

Después de las primeras publicaciones del
CAPM, aparecen versiones importantes ex-
tendidas del modelo que incorporan aspectos
reales, como la de Lintner (1969) enfocada a los
retornos en términos reales; Brennan (1970) es-
tudia los efectos de los impuestos; Black (1972)
contempla el activo libre de riesgo; Merton
(1973 y 1987) incorpora las oportunidades fu-
turas de inversion y segmentacion del mercado
respectivamente; Rubinsteins (1974) trata con
una clase mas general de funciones de utilidad;
Krausy Litzenberger (1976) consideran el tercer
momento de la distribucién de los retornos;
Levy (1978) incluye los costos de la transaccio-
nes; Breeden (1979) enfocando las preferencias
por los consumos de los inversionistas, Solnik
(1974), Stulz (1981), Adler y Dumas (1983) se
extienden a las inversiones internacionales;
Markowitz (1990), restricciones de ventas en
corto; Sharpe (1990) contempla la valoracién
de los activos con y sin posesiones negativas.

Comportamiento del inversionista
bajo incertidumbre

Al no existir certeza sobre los precios futuros de
los activos, éstos se tornan riesgosos y hacen
de la incertidumbre la esencia para analizar el
comportamiento racional del inversionista y
considerar la diversificacion como una practica
comun y razonable para disminuir la incer-
tidumbre. La teoria econdmica destaca dos
modelos normativos de eleccién que tratan
los activos en condiciones de incertidumbre y
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guian el proceso de los inversores de acuerdo
con el principio de la optimizacién: la teoria
de la utilidad esperada* desarrollada por el
matematico hungaro-estadounidense de
ascendencia judia JohnVon Neumanny el eco-
nomista aleman Oscar Morgenstern’, que tiene
como primer referente histérico a Bernoulli
(1738). El otro modelo normativo corresponde
a los trabajos del economista estadounidense,
profesor de la City University of New York y
Premio Nobel de Economia, Harry Markowitz
(1952 y 1959), materiales publicados en el
articulo pionero Seleccién del portafolio, y en
el libro Seleccién del Portafolio: Diversificacion
eficiente de inversiones. Complementa este en-
foque normativo el trabajo del también premio
Nobel James Tobin (1958)°. En estos modelos se
asume que el inversionista tiene preferencias
razonables y ordenadas sobre los diferentes
planes de inversién contingentes (planes que
ofrecen resultados inciertos y eventuales que
pueden ocurrir o no) con base en la distribucién
de probabilidades de los posibles resultados
futuros de las inversiones y las expectativas
derivadas de variables aleatorias y relativas a
los verdaderos retornos de la inversion.

En el modelo de maxima utilidad de Von
Newmann-Morgenstern, el atractivo sobre las
diferentes opciones, generadoras de riqueza,
determina la ordenacion, las relaciones y los
supuestos importantes de las preferencias
conocidos como axiomas de completitud,
reflexividady transitividad. Las relaciones entre
dos opciones pueden ser de preferencia estricta
si siempre se prefiere la misma opcién; de
indiferencia, cuando le resulta indiferente elegir

4 Sus limitaciones empiricas y conceptuales han dado
origen a las Teorfas de la Utilidad no Esperada.

5 Theory of Games and Economic Behavior.

6 Liquidity Preference as Behavior Towards Risk.
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entre las dos opciones y de preferencia débil si
el individuo prefiere una de las dos opciones o
esindiferente entre ellas. Este comportamiento
delinversor se puede formular en funcién delas
preferencias bajo los axiomas anteriores y dados
otros supuestos. Las preferencias se pueden
describir graficamente con curvas de indife-
rencia que ademas de tener las propiedades
de que nunca se cortan (por la contradiccién
que surge entre las relaciones demostrable
con los axiomas), crecen hacia la derecha,
representan una utilidad medible y diferentes
niveles de preferencias. Tales preferencias orde-
nadas se pueden expresar como funciones de
utilidad’, lineales o no lineales, utilizando una
escala ordinal y asignando numeros de la recta
numérica a cada preferencia. Una funcién de
utilidad puede transformarse en otra funcién
de utilidad mon6tonamente?®, creciente con
una tasa de variacién positiva, que represente
las mismas preferencias débiles.

En el modelo deVon Newmann-Morgenstern, el
inversionista en condiciones de incertidumbre
elige la opcién con la utilidad maxima esperada
evaluando toda la distribucién de probabilida-
des, pero al no tener en cuenta el riesgo de las
opciones como la dispersion alrededor de la
media, se puede dar el caso de indiferencia en
la eleccién entre dos planes de inversiones con
la misma utilidad maxima esperada. Parailustrar
el valor esperado y la utilidad esperada, consi-
dérese que se requiere ordenar las acciones de
una bolsa de valores de acuerdo con nuestras

7 En economia, el término utilidad significa o se refiere
a la satisfaccién que los individuos obtienen de sus
actividades econémicas

8 La transformacién monétona cambia una serie de
ndmeros de una funcién de utilidad a otros nimeros
mediante operaciones; por ejemplo, de adicién de una
constante, multiplicacién por un nimero, elevacién a
una potencia, etc., de tal forma que la nueva expresién
de utilidad representa las mismas preferencias
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preferencias y elegir una accion entre todas
suponiendo el mismo precio ($ 1500)para cada
unay tres eventos relacionados con el precio: el
precio sube $80, se mantiene o el precio baja
$50. Supdngase, asimismo, que para estos tres
eventos de una accién X, se tienen las pro-
babilidades 0.3; 0.2 y 0.5, respectivamente. Al
comparar la distribucién de probabilidades de
la accién X con las distribuciones de las demas
acciones se elegira aquella distribucién que
proporcione una mayor utilidad. Entre el infinito
numero de distribuciones existen tres acciones
“seguras’, en las cuales un evento tiene proba-
bilidad de uno y los otros dos eventos tienen
probabilidad de cero: con una probabilidad de
1laaccién sube $80; 0 no cambia de precioola
accion baja $50. La asignacion de las utilidades a
las acciones“seguras” permite el ordenamiento
U($1580) > U($1500) > U($1450). Con base
en la funcién de utilidad de Von Newmann-
Morgenstern la utilidad esperada se determina
como:

UE = Z U(PY) * P(PY) (1)

donde Pr = precio, P = probabilidad, y UE la
utilidad esperada de la distribucién de proba-
bilidades. Para el caso de las acciones “seguras”
(eventos mutuamente excluyentes), se conserva
la ordenacién de las utilidades esperadas de las
acciones:

UE (1,0,0) = U(1580) * 1+0+0 > UE(0,1,0) =
0+U(1500) * 140 > UE(0,0,1) = 0+0+U(1450) * 1

Con las probabilidades dadas de 0,2; 0,3; 0,5, la
utilidad esperada de la accion X es: UE=U(1580)
* 0,3 + U(1500) * 0,2 + U(1450) * 0,5

Considerando la siguiente expresién de valor
esperado del precio
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VE =3_,3(Pr) = P(Pr) (2)

donde Pr = precio y P(Pr) = probabilidad del
precio, se tiene

VE=1580*3 + 1500 * 0,2 + 1450 * 0,5 = 1499,

la utilidad del valor esperado del precio de la
accidn X se expresa como:

U(VE) = U(1580 * 0,3 + 1500 * 0,2 + 1450 * 0,5)
= U(1499)

Los inversionistas tienen diferentes ordena-
mientos de las preferencias ante el riesgo. Un
inversionista puede ser visto como neutral ante
el riesgo, adverso o amante del riesgo depen-
diendo de larelacién entre la utilidad esperada
de Von Neumann-Morgenstern y la utilidad del
valor esperado. Para el inversionista neutral
al riesgo, la utilidad esperada de la riqueza es
equivalente a la utilidad de su valor esperado,
es decir, si para un inversionista el dinero es
utilidad, $ 10 millones con certeza son equi-
valentes a una distribucién de probabilidades
con valor esperado de $ 10 millones. Para un
inversionista adverso al riesgo, $ 10 millones
con certeza es mejor que un valor esperado de
$ 10 millones, a no ser que la distribuciéon de
probabilidades sea muy favorable. En el caso
del inversionista amante de correr riesgos,
preferiria los $ 10 millones de valor esperado
a obtener $ 10 millones con certeza, a no ser
que la distribucién de probabilidades sea muy
desfavorable. La figura 1 ilustra un inversionista
adverso al riesgo que adquiere acciones por $ 50
millones y espera una riqueza adicional de
$ 40 millones o pérdida por $ 40 millones, resul-
tados igualmente probables con unafuncién de
utilidad de la riqueza céncava construida con la
siguiente expresion:
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U(W) =-0.0025 W?+ 0.5W donde W = riqueza.
VE=3_, (Wi) =P (Wi)=90*0,5+10*0,5=50
U(50) =-0,0025 * 50% + 0,5 * 50 = 18,75
U (90) =-0,0025 * 502+ 0,5 * 90 = 24,75

U(10) =-0,0025 * 50+ 0,5 * 10 = 4,75

1

VE=5]_, U(WI) x P(Wi) = U90 * 5 + U (10) % = 27,75 * ,+ 475 5= 14,75

o
2

Figura 1.

Fuente: elaboracion del autor.

Asi, para un inversionista que no desea correr
riesgos, la utilidad del valor esperado de la
riqueza 18,75 es mayor que la utilidad esperada
de la riqueza 14,75. Otros ejemplos de cons-
truccion y aplicacion de funciones de utilidad
se encuentran en una tabla de Levy-Markowitz
(1979), sobre los retornos anuales de 149 por-
tafolios, expresados asi:

U(R) = Log(1 + R); U(R) = (1 + R)®

El andlisis comparativo, en funcién de la utilidad
esperada, extendido a la conformacion de por-
tafolios, no es adecuado y el problema se torna
mas complejo porque existen infinito niUmero
de distribuciones de probabilidad que hacen
practicamente imposible aplicar y maximizar la
funcion de Von Newmann-Morgenstern.
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Por otra parte, Markowitz, en su trabajo pionero®,
normativo de la media-varianza, inicialmente ex-
pone dos reglas de comportamiento del inversor
gue contrasta con su regla propuesta de retornos
esperados y varianza de los retornos esperados.
Este proceso de seleccién no considera lo que
concierne a la observacion, al conocimientoy la
experiencia con las creencias relevantes del des-
empeno futuro de los valores. Markowitz rechaza
dos reglas para guiar el comportamiento del
inversionista. La primera regla o norma —-objeto
del rechazo- se refiere a que el inversor debe
maximizar los retornos esperados o anticipados
descontados. Al respecto expone:lareglanoim-
plica diversificacion; se desconoce silos retornos
se conforman a la misma tasa o tasas diferentes
de descuento y no considera cémo se deciden
las tasas y su posible variacién con el tiempo.
Ademas, si se presentan dos valores esperados
iguales de grandes simplemente cualquiera
constituye la mejor opcién y no acepta la regla
que se apoya en la ley de los grandes niumeros.
Esta regla establece que el inversor debe diver-
sificar entre todos los activos que produzcan
un retorno maximo esperado. Dicha ley en este
contexto asegura que los rendimientos actuales
del portafolio seran practicamente iguales a los
retornos esperados, suponiendo que hay un
portafolio con el retorno esperado maximoy de
minima varianza recomendado para el inversor.
Los aspectos que motivan esta vez el rechazo se
dan por no considerar que los retornos de los
activos estan intercorrelacionados; la diversifi-
cacion no puede eliminar toda la varianza y el
portafolio de maximo retorno esperado no es
necesariamente el de minima varianza.

Markowitz analizo e ilustré el analisis geomé-
trico de la regla de retorno esperado (E); la

9 Hecho en la comisién Cowles para la Investigacién en
Economia con financiamiento del Consejo de Investi-
gacién de las Ciencias Sociales.
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varianza de los retornos esperados (V) y la
exclusion de las ventas en corto10 con base
en tres y cuatro titulos, y no con n valores.
Considerd para una variable aleatoria discreta
las siguientes expresiones matematicas:

Valor esperado

E(Y)=PY, +PY, +..+PY (3)

Varianza
V(Y) = P.IY, - E(Y)]?+ P2[Y2=E(Y)]?+... +Pn[Yn
-E(Y)P? (4)

Definida la variable aleatoria R como resultante
de la suma ponderada de n variables aleatorias
Ri. El valor esperado y la varianza de R estan
relacionados con la distribucion de probabili-
dades de Ri asi:

(5)

R= 011R1 + 02R2 + ..+ aan

E(R) = o ER,) + AER) +..+a ER)

=z

V(R)=Z?‘:1 af V(R) +2 Y Nz diajoij:i Z 0,00,

i=1 j=1+1 i=1 j=1

donde 0, representa la covarianza entre la
variable aleatoria R y R,

Si la variable R representa el rendimiento del
portafolio combinado de tres valores; R el rendi-
miento o retorno paralos activos (tanto Rcomo
R,sonvariables aleatorias); X el porcentaje dela
inversion hecho en el activoR y u es el valor es-
perado del activo R, es decir u = E(R), entonces
se tiene para el caso de 3 titulos valores:

(8)

V(R) = Z . Z ; XXXO, 9)

10 En el momento de la operacién de venta no se dispone
de valores y se toman prestados para posteriormente
comprarlos y cubrir el préstamo.
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3

Z i=1 Xi :1

x>0

(10)
(11)
Parai=1,2,3

Adicionalmente, hace

X;=1-X,-X, (12)

Al graficarse sobre un plano de coordenadas X,
X, las restricciones (11) y (12) se obtiene un trian-
gulo que representa todas las combinaciones X,
y X, factibles. Sobre este plano traza las lineas
isomedias correspondientes a varios valores
esperados, para lo cual procede a sustituir en

V(R) =X(0,,-20,,+0,,) + X(0,,- 20,, + 0,.) + 2X X, (0,,- 0,,- 0,, + 0,,) + 2X,(0,, - 0,,) + 2X,(0,, - ©

En la figura de Markowitz, el punto X puede
caer dentro o fuera del conjunto factible.
Cuando cae dentro como en la figura 2, X es el
centro del sistema que minimiza la varianza y,
por tanto, la combinacién X, X, en ese punto
es eficiente, no hay ningun otro portafolio que
tenga una varianza menor para el mismo valor
del retorno esperado o para uno mayor, o un
retorno esperado mas grande con la misma o
menor varianza, y tal punto es el comienzo del
conjunto eficiente.

Cuando las lineas isomedias hacen tangencia
con las lineas isovarianzas, la varianza toma
su valor menor, pero en la medida en que las
isovarianzas se alejan del punto X, la varianza
es mayor. El conjunto eficiente estd formado
por dos partes en este plano; la primera parte
constituida por el segmento, de la linea critica,
desde X hasta el intercepto con la frontera
eficiente y la segunda parte por el segmento
que inicia en este intercepto, y se dirige sobre
el limite eficiente hasta b.
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(8) el valor de X, deducido en (12), obteniendo
la expresion transformada:

E(R) = u3 + X1 (U1 - u3) + X2 (u2-p3) (8)

y despejando para X, se trazan las lineas isome-
dias. En cadalineaisomedia se encuentran todos
los portafolios (puntos o combinaciones X, X))
para un retorno esperado dado. De manera
similar, se trazan las lineas isovarianzas que con-
forman unafamilia de elipses concéntricas. Cada
linea isovarianza contiene todos los portafolios
para una varianza de retorno dada. Estas lineas
se obtienen con la siguiente expresién deducida
a partir de (9) y con la sustitucion presentada en
(12), se tiene para la varianza'' la expresion (9°):

33) + 033

(9)

Figura 2.

Fuente: elaboracion del autor.

Dada la naturaleza observada de las combina-
ciones del conjunto de portafolios eficientes
para el caso de tres activos y de acuerdo con
las expresiones (8') y (9'), el valor esperado

11 Lacualtiene laformade Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey+ F=0
y con un discriminante de B> - 4AC < 0, la gréfica es
una elipse-paraboloide eliptico.
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Figura 3.
A
E
v
: %'\ ~ "
) b
=X
a - conjunto de portafolios

eficientes

Fuente: elaboracion del autor.

E y varianza V es un plano y un paraboloide,
respectivamente. Si se grafican los puntos V, E
para cualquier nUmero de portafolios eficientes
se obtiene una serie de segmentos de parabolas
conectadas como se aprecia en la figura 3 de
Markowitz. EIl modelo no establece en cudles
y en cuantos activos invertir, aunque es una
hipotesis explicativa del comportamiento del
inversionista y una guiaimportante para la toma
de decisiones, diferenciada de las conductas
especulativas, lo que implica una eficiente
diversificacién sin depender del niumero de
activos elegidos aleatoriamente, ingenua o
intuitivamente o de invertir en portafolios de
muchas acciones en busqueda de una varianza
pequena. La diversificacion eficiente, planteada
por Markowitz, tiene en cuenta la covarianza de
tal forma que se esperaria tener un portafolio
conformado por acciones de empresas de
diferentes industrias o sectores diferenciados
por caracteristicas econédmicas que tienden a
tener entre las acciones una covarianza mas
baja que, por ejemplo, la apreciada en empresas
del mismo sector. El modelo resuelve, a partir
de un nimero de activos que conforman un
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portafolio o cartera, en qué proporciones
invertir en cada uno de ellos. El proceso de
seleccién del portafolio sugerido por Markowitz
menciona la estimacién probabilistica de los
retornos futuros de los titulos o valores, la
determinacién de los portafolios eficientes
basado en el andlisis de estas estimacionesy en
la seleccion de los portafolios mas apropiados
por los inversionistas segun sus preferencias.
Es una técnica para construir la frontera domi-
nante de portafolios o carteras mas eficientes
en media-varianza bajo los supuestos de que
los inversores son optimizadores de estos dos
parametros y el supuesto de que los mercados
financieros operen sin fricciones; sin regulacio-
nes o consecuencias impositivas por la compra
o venta de activos, todas las inversiones son
negociables a cualquier precio en cantidades
bien sea positivas o negativas como las ventas
al descubierto (en corto) y que no hay costos
por las transacciones. La media y la varianza se
obtienen estadisticamente con datos historicos
y luego se pueden ajustar por el juicio practico
derivado de atributos o matices no incluidos en
los calculos. Ademas, estas medidas se utilizan
en el andlisis tedrico para indagar por los efec-
tos de los cambios en las creencias que de las
firmas se tienen y los cambios en general de las
preferencias por los retornos esperados versus
las variaciones de la oferta de los titulos valores.

El aporte principal y explicito del enfoque
de Markowitz consiste en suponer que el
comportamiento racional del inversor implica
buscar aquella composicion de la cartera que
haga maxima la rentabilidad de la cartera para
determinado nivel de riesgo de ésta, o bien, un
minimo riesgo de la cartera para un nivel de
rentabilidad, teniendo en cuenta el conjunto
total de portafolios a partir de un numero de
distintos activos riesgosos. Se supone que
los inversionistas desearan elegir entre todas
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las carteras o planes de inversion riesgosos'
aquellas carteras o portafolios Unicos que
se ubiquen en la frontera eficiente o curva
eficiente de oportunidades de tal manera que
los portafolios eficientes maximicen para cada
uno de los inversores su utilidad en funcion
de la media y la desviacién estandar. Este
proceso se describe primero por la forma que
en un plano de coordenadas o, E, (desviacién
estandar y rendimiento esperado) adquiere el
conjunto factible de portafolios o de oportuni-
dades riesgosas de inversion; posteriormente,
la complejidad para identificar la curva de
oportunidades de inversion eficientes' y, por
ultimo, la elecciéon de un plan de inversion
dentro de este conjunto eficiente de portafolios
que sea tangente a la curva de indiferencia que
representa las preferencias'* del inversionista y
al mismo tiempo maximice su utilidad.

La reconocer la complejidad de la relacién entre
las caracteristicas de los activos individuales y
de la ubicacién de la curva de oportunidades,
Sharpe explica la naturaleza de esta curva
con un portafolio combinado de dos planes
de inversién, los cuales pueden incluir uno o
mas activos riesgosos. Una vez planteadas las
expresiones de cdlculo para el rendimiento
esperado y la desviacién estandar, ilustra —con

12 Se entiende por cartera de valores, portafolio o plan
de inversién a determinada combinacién de valores
mobiliarios adquiridos por una persona fisica o ju-
ridica, y que pasan, por tanto, a formar parte de su
patrimonio. En ella se incluyen cualquier tipo de activos
financieros.

13 La curva de oportunidades o conjunto eficiente se
puede ubicar estableciendo el conjunto de carteras
con el nivel maximo de rendimiento para el rango del
riesgo dado y estableciendo el conjunto de carteras con
el minimo riesgo para el rango dado de rendimientos;
por tanto, es el conjunto de carteras que se encuentran
en el IfTmite noroeste del cuadrante positivo en el plano
cartesiano.

4 Las preferencias se pueden describir graficamente con
curvas de indiferencia, las cuales se pueden obtener
a partir de una funcién cuadratica.
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esta medida de variacion del portafolio com-
binado- las posibilidades de relacion entre los
dos planes a partir del coeficiente de correlacion
entre las tasas de retorno estimadas de los dos
planes de inversion y analiza el efecto de las
correlaciones no perfectas entre estos planes
y su incidencia en la forma céncava o de U de
la curva de oportunidades eficiente que,
de acuerdo con Markowitz, se trata de un pro-
blema de programacién cuadratica paramétrica.

Se dice que un portafolio o plan de inversiones
de activos riesgosos es eficiente o dominante
si no existe otro portafolio que ofrezca el
mismo retorno esperado pero con menor
riesgo (desviaciéon estandar) o una cartera con
el mismo riesgo y mas alto retorno esperado o
un portafolio que muestre a la vez un mayor
retorno y menor riesgo.

Asi, la vision del inversionista relaciona alguna
distribucion de probabilidades con los resulta-
dos de la inversién y, al evaluar una inversién
en particular, actua sobre la base del primery
segundo momentos de la variable aleatoria de
los retornos de la inversion, de tal manera que
el enfoque matematico de la funcién de utilidad
adopta inicialmente la siguiente expresién con
base en los valores esperados de la riqueza W
y de la desviacion estandar de la riqueza: U =
f(EW, oW) Asi, el enfoque de utilidad asume que
el inversionista en condiciones ceteris paribus,
si SU/SEW > 0, prefiere lariqueza esperada mas
altaE , aunvalorbajo,y sidU/o,, < 0, se muestra
adverso al riesgo al preferir una o, inversion con
una baja desviacién estandar, a una desviacién
mas alta, dado un nivel de riqueza E .

Cuando se invierte parte de la riqueza W, por
ejemplo Wi, se espera obtener después de un
periodo de tenencia una riqueza final, W, que
relacionada directamente con la tasa de retorno
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de lainversion, R, permite expresar la utilidad de
losinversionistas en términos del rendimiento de
lainversion, R, mediante la siguiente expresion:

(13)

De donde W, =W, (1 + R) y, por tanto, se puede
expresarque:U=g(R ,0,).

Efectos del préstamo
o endeudamiento libres
de riesgo

Uno de los activos determinantes en el modelo
CAPM es el activo libre de riesgo', el cual —por
definicidon- tiene un valor esperado igual a
la tasa de interés pura y tanto su desviacion
estdndar como su covarianza con otros acti-
vos es igual a cero. El CAPM para derivar las
condiciones de equilibrio del mercado de
capitales implica que todos los inversionistas
pueden prestar o endeudarse a la misma tasa
pura de interés generada por un activo libre
de riesgo; asi, se pueden considerar infinitos
planes de inversiones conformados por un
portafolio riesgoso mas un préstamo o mas
un endeudamiento, libres de riesgo. En otras
palabras, la riqueza inicial disponible puede
estar invertida en una cantidad prestada y otra
cantidad invertida en un portafolio eficiente
riesgoso o, alternativamente, si al inversionista
se le permite endeudarse invierte en el portafo-
lio riesgoso no sélo su riqueza inicial disponible
sino también la deuda. En ambos casos, se
supone que el rendimiento esperado de este
activo monetario es la tasa pura de interés. El

15 Este activo es un titulo de tesorerfa, emitido por los
gobiernos, con un vencimiento que coincide con la
duracién del periodo de tenencia del inversionista.
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valor esperado como la desviacion estandar de
los portafolios combinados con el activo libre
de riesgo se obtiene a partir de las siguientes
funciones lineales:

Rc=aR, +(1-a)R (14)

Donde: R_es el retorno del portafolio combi-
nado; R, corresponde al retorno del activo libre
de riesgo; R es el retorno de algun portafolio
riesgoso, r, localizado en la curva de oportuni-
dades eficientes de Markowitz; a es la propor-
cion invertida en el activo libre de riesgo 1,y
(1-a) es la proporcion invertida en el portafolio
riesgoso, r.

Asi, se puede obtener la expectativa de la tasa
de retorno, E(Rc), y la desviacion estandar de las
tasas de retornos de este portafolio combinado
como:

E(Rc) = aE(R1) + (1 - a)E(Rr) (15)

0, = %oﬁozR1 +(1-a)oR +2,,a(1-0a) 6,0, (16)

Siendo y el coeficiente de correlacion entre el
activo libre de riesgo y el portafolio riesgoso
y 0,R, = 0, entonces la expresién anterior se
reduceao, =(1-a)o,

Figura 4.

Figura 4 og

Fuente: elaboracion del autor.
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La figura 4 permite representar portafolios com-
binados de activos riesgosos y el activo libre de
riesgo localizados sobre las rectas e ilustrar, entre
otros aspectos, que cada una de las rectas esta
definida por dos puntos: el intercepto con el eje
de las ordenadas que representa la tasa pura de
interés del activo libre de riesgoy el punto sobre la
curva de oportunidades eficientes que representa
el portafolio riesgoso. Sobre estas lineas rectas se
localizan los puntos de coordenadas desviacién
estandar y retorno esperado de los portafolios
combinados de activos riesgosos mas préstamo o
endeudamiento, como también en el punto T un
portafolio conformado sélo por activos riesgosos.
Graficamente cada recta puede dividirse en dos
segmentos diferenciados, asi: un segmento de
ellos definido entre el punto de intercepto y el
punto A, B, Co T del portafolio riesgoso sobre la
curva de oportunidades de Markowitz donde se
ubican los planes de inversion con préstamo'y el
otro segmento como una extensién del punto A,
B, C o T hacia el noreste partiendo del portafolio
riesgoso donde se localizan las desviaciones
estandar y los retornos esperados de los planes
de inversidn con deuda. La recta sobre la cual
se localizan los mejores planes de inversion
combinados es la que, partiendo del intercepto,
es tangente a la curva de oportunidades de
Markowitz en el puntoT, con la caracteristica que
todos estos planes se conforman con el portafolio
riesgoso ubicado en el punto de tangencia y
denominado el portafolio o carteraT. Esta cartera
eslade mercado que el CAPM asumey representa
lo ultimo en diversificacion. La complejidad para
determinar su composicion y su valor implica
que las investigaciones se lleven a cabo con una
cartera sustituta tal como los principales indices
accionarios. Lainclusién del activo libre de riesgo
en todos estos portafolios combinados con
activos riesgosos cambian significativamente
tanto la forma del conjunto factible comola curva
de oportunidades de Markowitz, dando lugar
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primero a una nueva area de portafolios factibles
delimitada por dos rectas con vértice alaaltura del
intercepto que sefala latasa de interés pura o, en
otras palabras, el retorno esperado del activo libre
de riesgo, y segundo, la curva de oportunidades
de portafolios eficientes ahora es la recta donde
se localizan los mejores portafolios o portafolios
dominantes, mencionados anteriormente, de
tal forma que todos los puntos sobre esta recta
representen las coordenadas desviacién estandar
y rendimiento esperado de los nuevos portafolios
combinados dominantes, los cuales incluyen el
portafolio riesgoso identificado en el punto de
tangencia. Los desplazamientos sobre esta recta
hacia el noreste y hasta el punto de tangencia
incrementan nuestra inversién en el portafolio
riesgoso comun para todos los inversionistas lo-
calizados en el punto de tangencia y disminuyen
la proporcién invertida de la riqueza inicial en el
activo libre de riesgo. Los puntos localizados en
la extension de la linea recta desde el punto de
tangencia en direccion noreste representan, de
otra parte, las coordenadas desviacion estandar
y retorno esperado de los planes de inversion que
han incluido el endeudamiento paraincrementar
la inversion de la riqueza inicial en el portafolio
riesgoso tangente.

Linea del mercado de capitales y
linea del mercado de titulos

Sharpe se refiere a dos de los supuestos de
la doctrina clasica financiera que permiten
derivar las condiciones de equilibrio del mer-
cado de capitales. El primero asume que los
inversionistas tienen como retorno esperado
del activo libre de riesgo una tasa de interés
comun, e igual tanto para prestar como para
endeudarse, mientras que el segundo implica
que los inversionistas tienen concordancia
(expectativas homogéneas) alrededor de los
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retornos esperados, la desviacién estandar y
los coeficientes de correlacion. Asi, dado el
conjunto de precios de activos de capital y la
conformacion de portafolios combinados do-
minantes como se expuso anteriormente, todos
los inversionistas dispondran de las mismas
alternativas, dando lugar a analizar con laayuda
de las curvas de indiferencia de los inversores
tres situaciones bien diferenciadas, tal como se
aprecia en la figura 5.

Figura 5.

Fuente: elaboracion del autor.

La primera referida a planes de inversién combi-
nados entre préstamo y el portafolio tangente .
Elinversionista con las preferencias representadas
graficamente por las curvas de indiferencia
elegiran, sobre todas las posiciones, la sefialada
por el punto A. En la sequnda situacion, las
curvas de indiferencia ilustran la posiciéon ¢ que
intenta buscar el inversionista que invierte toda
suriquezainicial en el portafolio ¢,y en la tercera
situacion el inversionista se endeuda para tratar
de alcanzar la posicion C invirtiendo en un plan
formado por su riqueza inicial mas la deuda
en el portafolio ¢. En cualquiera de estas tres
situaciones, los inversionistas buscaran poseer los
activos riesgosos del portafolio ¢, cuya presion
gue se ejerce sobre la demanda conlleva a un
ajuste en los precios no sélo de estos valores, sino
también de los activos riesgosos que conforman
portafolios diferentes del portafolio ¢. De una
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parte, los precios de los activos del portafolio ¢
se incrementarany, consecuentemente, los retor-
nos esperados o futuros disminuyen, al tiempo
que decae la intencidon de compra por éstos,
ocasionando el movimiento del punto ¢ hacia la
derecha. Por otra parte, la escasez de demanda
por los activos riesgosos que no conforman el
portafolio ¢, hace que los precios de estos activos
disminuyan incrementado el retorno esperado
y volviéndose atractivos para los inversionistas
que, al demandarlos, ocasionan que los puntos
gue representan estas combinaciones se muevan
hacia la izquierda. Esta dinamica de los precios
se torna continua y se refleja en la revision de las
actitudes de los inversionistas, en nuevos o atrac-
tivas combinaciones de activos, en los cambios de
la demanday en los ajustes de los precios, de tal
manera que la curva eficiente de oportunidades
tiende a ser una linea recta, reconocida como
linea de mercado de capitales, la cual refleja la
condicion de equilibrio del mercado. El mercado
estable se caracteriza porque los inversionistas
desearan una participacién positiva en cada valor
riesgoso, el precio de cada titulo o valor reflejara,
por ejemplo, que el nivel de acciones demanda-
das seaigual alasacciones en circulaciény el nivel
delatasa libre de riesgo mostrara que la cantidad
de dinero prestado es equivalente a la cantidad
de endeudamiento; en consecuencia, las pro-
porciones de la cartera tangente corresponden
con las proporciones de la cartera de mercado
M. En la figura 6, todas las combinaciones o
portafolios —que se encuentran en el area y por
fuera de la linea de mercado de capitales— estan
conformados por activos riesgosos, mientras que
sobre la linea recta se pueden obtener carteras
combinadas de portafolios riesgosos y préstamo
o endeudamiento a la tasa libre de riesgo. En la
linea de mercado puede haber puntos, como
A, representativos de portafolios que incluyen
sOlo activos riesgosos, pero alcanzables también
con una combinacién de portafolios riesgosos y
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Figura 6.

Fuente: elaboracion del autor.

endeudamiento. En teoria, la linea de mercado
de capitales puede contener infinito nimero de
combinaciones eficientes, lo cual noimplica para
los inversionistas sostener la misma combinacion
de activos y, ademas, tales combinaciones deben
estar correlacionadas de manera positiva y
perfecta. En resumen, el equilibrio del mercado
de capitales expresa la relacion simple entre la
desviacion tipica como medida del riesgo de los
portafolios eficientes y la rentabilidad esperada
mediante la siguiente ecuacion que representa
la linea del mercado de capitales:

Donde el valor esperado del portafolio, Ep, es
igual al rendimiento del activo sin riesgo, r, (pre-
cio o recompensa por el tiempo de espera) mas
la recompensa por unidad de riesgo sostenido
representada por la pendiente (precio o prima
del riesgo) multiplicada por la desviacién del
portafolio, 0. La anterior relacién no se cumple
para las carteras deficientes o ineficaces ni para
los portafolios simples, es decir, titulos o activos
riesgosos aislados no diversificados que grafi-
camente se ubiquen por debajo de la linea de
mercado de capitales. Sin embargo, la relacién
entre el retorno esperado y la desviacion de estos
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retornos, es decir, el riesgo total se establece
a partir de otra medida del riesgo conocida
como riesgo sistematico (riesgo del mercado).
La teoria ilustra esta relacién al conformar, por
ejemplo, un portafolio Q combinando el activo
riesgoso aislado k y la cartera de mercado M,
en proporciones a y (1-a), respectivamente, de
tal modo que la suma de estas proporciones
sea igual a 1. Portafolio que se expresa asi:
Q=0ak + (1 -a)M. Este portafolio se localizara en
un punto sobre la curva que une los puntos ky
M de la figura 6. La forma de esta curva depende
del coeficiente de correlacién entre los retornos
el activo k y el portafolio M, denotado por PiM
y ha de ser tangente a la linea de mercado de
capitales. En ese punto, el cambio en la rentabi-
lidad esperada del valor k por unidad de riesgo
sostenido iguala al cambio operado en el mer-
cado de capitales y, a partir de esta igualdad, se
obtiene la relacion deseada: en equilibrio todos
los portafolios simplesy las carteras se represen-
tan mediante una recta conocida como la linea
del mercado de titulos o valores. Aligualar las dos
formas de calcular la pendiente en ese punto y
a partir de esta relacién, se obtiene la linea del
mercado de titulos o valores (CML):

En esta igualdad se define el coeficiente beta
como el cociente entre la covarianza entre
el rendimiento del activo k y el rendimiento
del mercado My la varianza del mercado:

que también se denomina coeficiente de
volatilidad.
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En resumen, el CAPM implica que la relacion
entre la desviacidn y el retorno esperado de las
carteras eficientes del mercado de capitales
en equilibrio, se expresa mediante una recta
conocida como linea del mercado de capitales
y, asimismo, implica en equilibrio una relacién
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