





el nimero de veces que aumenta el tamano de la
poblacién después de un tiempo generacional T: N_ =
N.R,, donde N, es el nimero de organismos en tiempo
T; N, es el numero de individuos antes del tiempo
generaciomal T; y R es la tasa neta de incremento.

Es interesante observar que las relaciones entre R y r
estan dadas por la ecuacion: R =e"*; despejando,
r=InR /T.

matematico-conceptuales basicas para adentrarse en

Estas son, pues, las consideraciones

el estudio de estas dinamicas poblacionales referentes
al crecimiento exponencial. (Odum, 1972; Hutchinson,
1981; Franco et al., 1995; Smith & Smith, 1998).

Complementariamente, para Erazo (1997), la
didactica y aprendizaje de las ciencias en general y de
las experimentales en particular, en todos los niveles
académicos, requieren de la construccion de un
espacio tedrico complejo, desde el cual se propongan
alternativas y modelos metodologicos innovadores,
para lograr la comprension y el analisis de la compleja
logica interna de la ciencia, de sus discursos y de
sus constructos teodrico-demostrativos. Desde esta
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oOptica, este articulo propone innovar la aplicacion de
modelos de simulacion del crecimiento poblacional
exponencial empleando juegos denominados frijolero,
de facil realizacion por los estudiantes. Es una
propuesta metodoldgica a emplearse como estrategia
didactica para la ensefanza-aprendizaje de la
asignatura Ecologia General, con especial referencia
al desarrollo conceptual, matematico y bioestadistico
del conocimiento de la dinamica poblacional.

MRATERIALES ¥ METODOS

Para la realizacion de los ejercicios, se empleo un
tablero de ajedrez con cuadriculas de 5 x 5 cm. Los
organismos de la poblacion se remplazaron con frijoles
pequenos que se arrojan sobre el tablero desde un
vaso grande de plastico. El perimetro del tablero
se roded con 4 carpetas de cartdn, aseguradas unas
a otras con cinta pegante, para evitar la salida de
los frijoles fuera del tablero. Durante el desarrollo
del ejercicio, se simularon tres formas distintas
de crecimiento poblacional, cuya metodologia se
describe a continuacion (Franco et al., 1995).

TaLa 1. Jueco pe siMuLACIoN DEL CRecimMiento PoBLacionAL EXPONENCIAL, MODELD
DE CRECIMIENTO EXPLOSIVO, DONDE C=3 (inoiviouo oue st repronuce). Datos
oBservapos (ExPERIMENTALES). CALcuLos DE FIU Y R.

| | Ndmero| Namero.de | | o | =

't |Noinicial| de | sobrevivientes |N¢.1=S*C| R,="*' L r=InR,

| muertos (S) - . N

1 10 8 2 6 0.6 -0.510
-7 6 3 3 9 1.5 0.405
-3 9 5 4 12 1.333 0.287
4 12 7 5 15 1.25 0.223
5 15 6 9 27 1.8 0.587
6 27 12 15 45 1.666 | 0.510
7 45 19 26 78 1.733 0.549
8 78 42 36 108 1.384 0.324
9 108 55 53 159 1.472 0.386
10 159 81 78 234 1.471 0.385
=11 234 97 137 411 1.756 0.563
12 411 206 205 615 1.496 0.402
- 13 615 333 282 846 1.375 0.318
14 846 322 524 1572 1.858 0.619
15 1572 837 735 2205 1.402 0.337
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Modelo del Crecimiento Explosivo. Consistente en
arrojar sobre el centro del tablero 10 semillas de
frijol contenidos en el vaso, a una altura de 25 cm. Se
considerd 10 como el tamano inicial de la poblacion
(N, inicial = 10). Las reglas fueron: organismo caido
en cuadro negro, muere. Cada organismo que caiga
en cuadro blanco, se reproduce, esto es, se multiplica
por un valor C = 3.

Se disend una tabla de datos con siete columnas
bautizadas teniendo como modelo la Tabla 1, en la
que figuran, por ejemplo, para t, : N_= 10; nimero
de muertos = 8 (frijoles caidos en cuadros negros);

sobrevivientes S = 2 (frijoles caidos en cuadros
blancos); N, = SC

a la siguiente generacion t, ).

"

2 * 3 = 6 (organismos que pasan

Las ecuaciones para calcular la tasa neta de
incremento poblacional (R) y la tasa intrinseca de
crecimiento o potencial bidtico de la poblacion (r), se
especificaron en las columnas 6 y 7, respectivamente.
Con los valores de la columna N, = SC vs tiempo
(t) se dibujo la curva de crecimiento en escala
aritmética (ver la Figura 1 como modelo). La Tabla
1 contiene, pues, los datos observados u obtenidos
experimentalmente (en este caso, a través del
desarrollo de este modelo de frijolero).
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Ficura 1. GRAFICA EN J ¥ ESCALA ARITMETICA N | US T, SEGUN DATOS OBSERUADOS DE LA TABLA 1.
Ln GRAFICA TAMBIEN COINCIDE CON LA ECURCION N = No e (RELACION EXPONENCIAL). LA curvA
INDICA QUE LR TASA INSTANTANER DE NACIMIENTOS (N) ES MAYOR QUE LA TASA DE MORTALIDAD (M): N > M.
UnLORES DE R POSITIVOS.
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Tiempo, t
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A continuacion, se disend una Tabla 2, en la que se
consignaron los datos esperados del crecimiento
poblacional explosivo, aplicando las ecuaciones
poblacionales a los valores de la Tabla 1. Es decir,
fueron datos calculados mediante ecuaciones
poblacionales que involucran los valores de ry de R,
y su efecto en el incremento/decremento poblacional
exponencial. Sus 4 columnas se bautizaron como se
referencia en (Tabla 2 como modelo de aplicacion).
Por ejemplo, para t, y N_ = 10, la ecuacion a escala
logaritmica In N, = In N_+ rt donde t = 1, se resolvio
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reemplazando valores, asi: InN_, =110+ (-
0.510)t = 1.792, cuyo antilogaritmo (e'’%?) es 6.004
organismos que pasan a la generacion t,. En este
caso, t = 1 porque las diferencias entre t,y t,, t, y t,
... es 1. La Tabla 2 también debe llevar los calculos
correspondientes a la relacion exponencial y a la
escala aritmeética, mediante la ecuacion N, =N e". El
numero de organismos de la poblacion que pasan a la
siguiente generacion igualmente se calculd mediante

la ecuacion N, =RN_.
+ o 0

TasLa 2. Daros esperapos pee Crecimiento PosLacionaL
ExPLOSIVO, CALCULADOS A PARTIR DE LAS ECUACIONES POBLACIONALES
(SeciN TasLa 1).

. | Escala Logaritmica ESCALA ARITMETICA

| LnNe=laNesrt Nt =Noe® [ N=RoN,
- taf SR L
1 | LnNt+1= Ln10+ (-0.510) t Nt+1 = 10 0>
[ | = 1.792 = 6.004 6
| Antilog = 6.004
"2  LnNt+1=Ln6 + (0.405) t Ntrl =6 e o
| = 2.196 (= 8.995) = 8.995 9
|3 | LnNt+1=Ln9 + (0.287)t [ Nt+1 = 9 @028t
e = 2.484 (- 11.991) | =11.991 11.997
' |
4 | LnNt+1=Ln12 + (0.223) t Nt+1 = 12 022
‘ = 2,707 (= =14.997 15
114.997)
Ln Nt+1=Ln15 + (0.587) t Nt+1 = 15 2F*
- = 3.295 (= =26.978 27
26.978) ;
6 Ln Nt+1= Ln27 + (0.510) t Nt+1 = 27 05108t
= 3.805 (= 44.962) = 44,962 44.982
7 Ln Nt+1= Ln45 + (0.549) t Nt+1 = 45 @055
- = 4.355 (= 77.918) =77.918 77.985
8 | LnNt+1=Ln78+ (0.324) ¢t Nt+1 = 78 @777
= 4.680 (= 107.846) = 107.846 107.95
9 Ln Nt+1= Ln108+ (0.386) t Nt+1 = 108 %788
= 5.068 (= 158.877) = 158.877 158.97
10 Ln Nt+1= Ln159+ (0.385) t Neet = 159 P56 [ T
= 5.453 (= 233.668) =233.668 233.88
11 Lo Ntei- Ln234+ (0.563) t Nt«1 = 234 %383
= 6,018 (= 410.088) = 410.088 410.90
42 | Ln Ntei= Lndi1+ (0.402) t NG 1 = 411 0 °F
: = 6.420 (= 614.367) = 614.367 614.856
13 | Ln Nt+i= Ln615+ (0.318) t | Ne+1 = 615 ™7™
= = 6.739 (= 854.241) | = 845.241 846
Ln Nt+1= Ln846+ (0.619)t | Ntsl = 846 e%°™™
= 7.359 (= 1571.081) = 1571.081 1571.868
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Con los valores del In N_, vs t se grafico de la Figura
2, correspondiente al diagrama de dispersion X - Y, asi
como a la relacion lineal representada por una recta
de la forma Y = a + bX. (Tomar la Figura 2 , como
ejemplo de aplicacion).

Modelo de la Permanencia. Consistio en lanzar sobre
el centro del tablero 50 frijoles contenidos en el vaso a
una distancia de 25 cm (N_ = 50 individuos). Las reglas
del juego, fueron: organismo que caiga en cuadro
negro, muere; organismo caido en cuadro blanco,
sobrevive y se reproduce con una C = 2.

Modelo de la Extincion (Decremento Exponencial).
Inicié con 100 frijoles (N, = 100 organismos). Se
aplicaron las mismas reglas pero C = 1. Las tablas
de datos, figuras y calculos para estos dos ultimos
modelos se realizaron segln las metodologias
explicadas anteriormente.

Analisis de regresion. El patron de variacion de Y

respecto de X se determind por la ecuacion Y = a + bX,
donde b es la pendiente (correspondiente al valor der)
y a es la ordenada al origen en Y. Se deben estimar los
valores de b y a para establecer una relacion funcional
entre X-Y (ajuste a la recta). El calculo de b y a por
minimos cuadrados [(IY observado - Y esperado)? =
minimos], se hizo segln:

b= XY - IXLY
IX? - (IX)*/n

a= XY/n-biIX/n

Donde n = numero de relaciones X - Y.

Reemplazando los valores obtenidos de b y a como
constantes, se obtuvo una ecuacién lineal empirica
que sirvié como medio para predecir el valor que
tomaria Y esperado (Y,) al adoptar un valor cualquiera
de X. Para el calculo de los valores de ¥X, Y, IX?,
I XY, se tom6 como modelo la Tabla 3 del Anexo.
Los datos obtenidos por el analisis de regresion se
consignaron en Tablas como las numeros 3, 4y 5.
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t Ln X . InY . (Ln X) (Ln Y) |
1 0 1.792 0 0 -
2 0.693 2.196 0.480 1.521
'3 | 1.098 2.484 1.205 2.727
4 1.386 2.707 1.920 3.751
5 1.609 3.295 2.588 5.301
6 1.791 3.805 3.207 6.814
7 1.945 4.355 3.783 8.470
8 2.079 4.680 4.322 9.729
9 2.197 5.068 4.826 11.134
10 | 2.302 5.453 5.299 12.552
11 2.397 6.018 5.745 14.425
12 2.484 6.420 6.170 15.947
13 2.564 6.739 6.570 17.278
4 2.639 7.359 6.964 19.240
T X=25.184|5FY = 62.371 I XY = 129.069

ResuLTADOS ¥ DISCUSION

Realizados los ejercicios de aplicacion de los
modelos por parte de los estudiantes en la sesion
de clase de la asignatura Sistemas Ecoldgicos
y Ecologia General, se obtuvieron las tablas de
datos y las figuras correspondientes a las curvas de
crecimiento poblacional. El autor hizo los desarrollos
matematicos del analisis de regresion segun las tablas
de datos obtenidos, como propuesta metodologica
complementaria a estos ejercicios.

MoopeLo per Crecimiento Exprosivo
conC=3¢yN =10

Se hicieron 15 lanzamientos de frijoles sobre el tablero
de ajedrez, obteniéndose las variables consignadas
en la Tabla 1, Modelo de crecimiento poblacional
explosivo, datos observados experimentales. Con
base en la poblacion inicial (N ) y en la final (N, ,)
para cada tiempo generacional (t), se calcularon
las estimaciones de los valores de la tasa-neta de

incremento poblacional (R) y de la tasa intrinseca
de crecimiento o potencial biotico de la poblacion
(r). En las poblaciones naturales, r no es un valor
constante como se aprecia en la Tabla 1, puesto que
la natalidad (n) y la mortalidad (m) son parametros
poblacionales que cambian en funcion de la densidad
y de los factores ambientales. Los r positivos (r > 0)
son términos que adicionan valores positivos a las
ecuaciones de crecimiento poblacional (como en
(NN, =lnN +rtyenN_ =Ne"delaTabla2)e
implican un aumento en el numero de organismos.
Por el contrario, los r negativos (r < 0) adicionan
valores negativos e implican un decremento en el
numero de organismos de la poblacion. La ecuacion
R, =e" muestra las correspondencias entre estas dos
R.. Despejandor=InR /t.

Las relaciones de r con n (natalidad) y con m
(mortalidad) se hacen muy evidentes en las Figuras 1,
2, 3, 4y 5, donde facilmente se aprecia que:
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a) n>—>m r—>>0 la poblacion crece a
infinito

b) n=m—or=0-— la poblacion se mantiene
constante

) n<m—>r<0 la poblacién se extingue
Las Figuras 1 y 2, basadas en la Tabla 1, ilustran las
curvas del crecimiento exponencial explosivo en sus
escalas aritmeética y logaritmica, respectivamente, asi
como la relacion lineal representada por una recta de
laforma¥ =a+bX, dondeb=r.

El analisis de regresion. La relacion lineal entre X-Y
que muestra la Figura 2 permite encontrar el valor
de b o pendiente de la recta (= r) a partir de: (a) los
datos experimentales (tal como se evidencio en las
Tabla 1); (b) mediante la ecuaciénr=1InN_ -InN_/
t, - t,; (c) por la tangente del angulo ©, que se forma
entre la interseccion de la recta al eje Y y la linea
horizontal al eje X desde esta interseccion (tang ©

= b). O bien, (d) utilizando el método de la regresion
lineal. Como en la Figura 2 se aprecia una tendencia
definida en los valores de las variables, es aconsejable
una regresion. (De lo contrario, no hacerlo o tomar
mas datos).

La regresion es un modelo matematico que permite
determinar el grado en el que el patrén de variacion
de una variable determina la variacion de otra. Las
variables en consideracion, son: las independientes
(X), que son medidas sin error, i.e., tiempo, areas; y
las variables dependientes (Y) que toman sus valores
de acuerdo con el valor asociado de X.

En los datos de la Tabla 2, la variable independiente X
es el tiempo (t) desde que se inicio el crecimiento; la
variable dependiente Y o nimero de organismos de la
poblacién en el tiempo t, corresponde a N, (también

puede ser N ), aqui transformado como In N,,,, donde

t+1?
n es el nUmero de pares X-V.

TaBLA 4. ANALISIS DE REGRESION. JALORES DE Y ESPERADD CALCULADOS SEGUN LOS
paTos 0E LA TaeLa 2.
t inX Ln Yo . LhYe _
_ (tiempo) observado Esperado = 0.553 + 2.169X
1 0 1.792 0.553
2 0.693 2.196 1.886
3 1.098 2.484 2.988
4 1.386 2.707 3.772
5 1.609 3.295 4.379
6 1.791 3.805 4.875
7 1.945 4.355 5.294
8 2.079 4.680 5.659
-9 2.397 5.068 5.980
10 2.302 5.453 6.266
11 1.397 6.018 6.524
12 2.484 6.420 6.761
13 2.564 6.739 6.979
14 2.639 7.359 7183

76 / Cesar A. Bejarano M



En el analisis de regresion la relacion basica es lineal.
Como el diagrama de dispersion de la Figura 2 mostro
una tendencia exponencial, la ecuacion Y = a + bX
debid transformarse de manera que adoptara la forma
lineal, asi: InY = In a + b InX. Igualmente, los datos
originales (crudos) de la Tabla 1 referentes aty a
N,., debieron transformarse logaritmicamente segun
se aprecia en la Tabla 3, para senalar las relaciones
X-Y y lograr los calculos para el ajuste de los minimos
(InX)(InY), con
sus respectivas sumatorias X, LY, IX?, I XY.

cuadrados, segin: [nX, (nY, InX?,

Las sumatorias obtenidas en la Tabla 3, son:
IX= 25.184; IY= 62.371; IX!= 53.079; I XY=
129.069.

A partir de estos valores, se calcularon la pendiente
b = 2.169 y la ordenada al origen Y, a = 0.553, de
tal manera que la relacion lineal es Y = 0.553 +
2.169X, ecuacion ésta que corresponde al numero
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de organismos de la poblacion que cabria esperar
en el tiempo t.

Sea, por ejemplo, t =5 (el ln 5 =1.609) entonces Y
esperado = 0.553 + 2.169*1.609 = 4.379 organismos
de la poblacion que caben esperar en la generacion
t.. Aqui la pendiente constante b es el equivalente a
la constante r para las 14 generaciones poblacionales
de este ejercicio. De esta manera se calcularon las
variables Y esperado (transformadas como InY,)
consignadas en la Tabla 4. Los antilogaritmos de X, Y,
y Y, recuperan sus respectivos valores aritmeticos.

Mopero o Peamanencinecon € = 2 v NU =508

Se realizaron 7 lanzamientos de frijoles sobre el
tablero de ajedrez, lograndose los datos consignados
R

t+1? o

en la Tabla 5. Se determinaron las variables N _, N
y r, disenandose la Figura 3 a partirde N . vst.

TaeLa 5. SimMuLAcioN peL Jueco DE CREciMiENTo PoBLacionAaL EXPONENCIAL, MODELD DE LA DE

PermaNencin, ponoe C = 2 v N iniciaL = 58.

52 24 28 56 1.07 55.6 0.07
56 28 28 56 1 56.0 0
56 29 27 54 0.9 50.4 -0.03
54 29 25 50 0.92 49.6 -0.07
50 25 25 50 I 50 0

I {0 31 19 38 0.76 38 -0.2
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57

55
54
53
52 &
51

50 =

Poblacion Nt+1

49

48

Numero de individuos de la

47

Ficurn 3. GrAricA EN escALA ARITMETICA DEL CreciMiento PoBLacioNnAL EXPONENCIAL, JUEGD DE LA
Permanencia (sesin oatos oe LA Taeea 5). EN eL inteRvato T 1 & 3, N> M PARA R POSITIVO; ENT 4 a 6,
N<M PARA R NEGATIVD. EN EL INTERUALOT B A 7, N =M v R = 0.

56 =

|
4 5 6 7
Tiempo, t

Como su nombre lo indica, este juego sugirio que
al disminuirse la tasa reproductiva o nacimientos,
se logro un equilibrio con la tasa de mortalidad y
la poblacion permanecié dentro de ciertos nimeros
poblacionales, cuya media geométrica corresponderia
a la asintota K o capacidad de porte del sistema
ecologico, es decir, al nimero maximo de individuos
de la poblacion que el sistema podria sustentar, en
términos de crecimiento logistico (objeto de otro
articulo). La poblacion entraria, pues, a un equilibrio
dinamico de flujo (conocido como steady state).
Desde el punto de vista de la dinamica poblacional
es interesante destacar que, en el intervalot 1 a 3,
n>m parar>0; ent 3a4aligualqueen t 6a7,
n=m y r=0; mientras que en el intervalot 4a6,
n<mpara r<0.
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Modelo de la extincion o Decremento Exponencial
dondeC=1yN_ =100

Se practicaron 5 lanzamientos de frijoles sobre
el tablero de ajedrez, lograndose la Tabla 6 para
los disenos de las Figuras 4 y 5. Es impresionante
constatar que en solo 5 generaciones (y, en ocasiones,
menos) la poblacion de un ecosistema dado puede
extinguirse como consecuencia de factores intrinsecos
y extrinsecos que afecten su reproduccion. En el
modelo de la extincion, la dinamica poblacional estuvo
dada por n < m parar < 0. La flecha indica el punto
de la definitiva muerte poblacional.
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Ficura 4. GrArica A ESCALA ARITMETICA DEL DEcreciMienTo PosLacional EXPONENCIAL.
Mooero oe LA ExtincionN (seciN Tasia 7), ponpe N < M. UALORES DE R NEGATIVOS.

50 )

30

Nt+1

20

10

1 2 3 4 5
Tiempo, t

Ficura 5. GRAFICA A ESCALA LOGARIT™ICA DEL DecreciMiento Posuacional EXPONENCIAL.
Mooeco oe LA ExTincion (secin TaeLa 6). Apemas, N < M. UALORES DE R NEGATIVOS. LA
FLECHA INDICA EL PUNTO DE EXTINCION.

45
4 T

35 \

3 .
25 . ¥
2 \.\
1,5 ‘
1 \‘
05 ¢
0 ),
0 1 2 3 4 5 6

Ln Nt+1

Tiempo, t
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ExmincioN 0 Decremento EXPONENCIAL.

TaLa 6. SimMuLAcioN peL JueGo DE CrecimienTo PosLacional ExpoNenciaL, ponoe C = 1. MobeLo pe e

MNo = [ Nt =S*C | Ro=Nesr | r=LnRo [ LN Neut = | Nwr=No €™ | Neoy=
T No Ln No +rt Ro No
1 | 100 51 0.51 -0.673 | 3.932t 51.017 51
= 51.017
2| 51 33 0.647 | -0.435 | 3.496t 33.010 33
3 | 33 17 0.515 | -0.663 | 2.833t 17.000 17
4 | 17 7 0.411 -0.889 | 1.944t 6.988 7
5 7 1 0.143 | -1.945 | 0.0009t 1.000 1

CONCLUSIONES

El modelo de crecimiento explosivo poblacional con C
=3y N_ =10 mostré una clara tendencia exponencial
evidenciada en la grafica en J y en la grafica a escala
logaritmica, curvas que coinciden con las ecuaciones
N, =Ne'ylnN_ =InN_+rt. Sedemostro larelacion
lineal representada por una recta de la formaY =a +
bX. Ademas, n>m, r > 0y la tendencia de la poblacion
a crecer a infinito (expresion maxima del potencial
biotico). Mediante el analisis de regresion aplicado a
las variables obtenidas en el desarrollo del anterior
ejercicio, se establecio la relacion lineal Y = 0.553 +
2.169X, que corresponde al nimero de individuos de
la poblacion que cabe esperar en el tiempo t.

El modelo de crecimiento de permanencia con C
=2y N =50, demostro la condicion n =m, r = 0
correspondiente a poblaciones que permanecen
estables en el tiempo. Por su parte, el modelo
de la extincion con C =1y N = 100, demostro el
decrecimiento exponencial donde se evidencia el
punto de extincion debido a n<m y r<0.
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Desde el punto de vista de la Didactica de la Ecologia
y los Sistemas Ecologicos, la aplicacion de modelos
metodologicos de laboratorio como los propuestos
en este articulo, permite abordar conceptual,
matematica y estadisticamente temas de estudio como
el crecimiento poblacional exponencial, en sus fases
explosiva, de permanencia y de extincion. Permite
ademas analizar las caracteristicas y tendencias de
la dinamica poblacional e inferir las predicciones
que caben esperarse mediante la aplicacion de estos
modelos.

Los modelos son representaciones fisicas o abstractas
de la estructura y la funcion de sistemas reales,
con propiedades como el realismo, la precision y la
generalidad. Los modelos propuestos son formales,
porque son una abstraccion de la realidad; matemadtico-
grdficos, porque brindan soportes matematicos,
estadisticos e interpretativos; descriptivos y aplicados
a otras situaciones de estudio. Son formativos, porque
facilitan el acceso a las estructuras conceptuales y a
las formas de produccion del conocimiento.
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