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RESUMEN
Determinar analiticamente el estado de esfuerzos de especimenes tipo disco sometidos a cargas diametrales
es un problema actual de la mecdnica de materiales. Estas aproximaciones contribuyen a disefar de manera
acertada nuevos ensayos que permiten caracterizar mecdnicamente los materiales, las pruebas necesarias en
sectores como la industria del concreto, la mecénica de rocas y de otros materiales de construccion. Una de las
ultimas propuestas analiticas parala solucion del problema se encuentra en el trabajo de Markides, Kourkoulis
y Chatzistergos, que muestra un sistema de ecuaciones con el cual obtener la distribucion de esfuerzos inter-
nos dentro del disco de material indeformable. En el presente articulo se desarrolla un programa de célculo
construido en lenguaje de programacion Fortran, a fin de estudiar la variacion del estado de esfuerzos dentro
del disco a medida que varia la distribucion de la carga en el perimetro de la muestra, drea relacionada con el
dngulo interno w, medido desde el centro del disco y que barre el limite del drea de contacto. En particular se
busca, mediante esta fase experimental numérica, establecer el rango de valor de w, en el que los esfuerzos del
disco presenten un estado de compresion. Los resultados entregan la distribucion de los esfuerzos radial o,
tangencial 0,y cortante 7 ; para el caso geométrico establecido en la presente investigacion, y como resultado
mds importante se destaca que el estado del disco estd controlado por esfuerzos de compresién para un valor
w,=30°.

Palabras clave: mecdnica de materiales, esfuerzos, compresion, programacion, disco
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Analytic Study of the Stress State on a Non-Deformable Disc
Subject to Diametral Compression

ABSTRACT

One of the currentissues in the mechanics of materials field is to perform an analytic determination
of the stress state of non-deformable disc-type specimens subject to diametral compression. The
present approach searches to contribute to the accurate design of new tests that allow a mechanic
characterization of materials, tests required in sectors such as the concrete industry, rock mechanics
and mechanics of other construction materials. One of the latest analytic proposals to solve the
problem is found in the work of Markides, Kourkoulis and Chatzistergos, which shows an equation
system with which to obtain the distribution of internal stress within a non-deformable disc. The
presentarticle illustrates the development of a calculation program built in Fortran programming
language, with aims to study the change of stress states within the disc as the distribution of the
compression varies in the perimeter of the sample, an area related to the internal angle w  measured
from the center of the disc and reaches the limit of the contact area. Specifically, this experimental
numerical stage seeks to establish the range of values of w, in which the stress of the disc presents
primarily a compression state. The results show the distribution of radial ¢, tangential 7,,,and shear
7 ,stress for the geometrical case established in the present investigation. Moreover, it highlights

that the state of the disc is controlled in particular by compression stress for a value of w,= 30°.

Keywords: Mechanics of materials, stress, compression, programming,
brazilian disc.

Estudo analitico do estado de esfor¢os em um disco indeformdvel
diante de carga diametral

RESUMO

Determinar analiticamente o estado de esfor¢os de espécimes tipo disco submetidos a cargas dia-
metrais ¢ um problema atual da mecdnica de materiais. Estas aproximagdes contribuem para des-
enhar de maneira acertada novos ensaios que permitem caracterizar mecanicamente os materiais,
as provas necessdrias em setores como a industria do concreto, a mecanica de rochas e de outros
materiais de constru¢io. Uma das ultimas propostas analiticas para a solu¢io do problema se en-
contra nao trabalho de Markides, Kourkoulis e Chatzistergos, que mostra um sistema de equagoes
com o qual obter a distribuicao de esfor¢os internos dentro do disco de material indeformével.
Neste artigo se desenvolve um programa de cdlculo construido na linguagem de programacio
Fortran, a fim de estudar a variacdo do estado de esforcos dentro do disco a medida que varia a
distribuigao da carga nao perimetro da mostra, drea relacionada com o angulo interno w, medido
desde o centro do disco e que barre o limite da drea de contato. Em particular se busca, mediante
esta fase experimental numérica, estabelecer o rango de valor de w, no que los esforgos do disco
apresentem um estado primordialmente de compressao. Os resultados entregam a distribuicio dos
esforcos radial o7 , tangencial 0, e cortante 7 para o caso geométrico estabelecido nesta pesquisa, e
como resultado mais importante se destaca que o estado do disco esta controlado particularmente

por esfor¢os de compressao para um valor w, = 30°.

Palavras chave: mecéinica de materiais, esfor¢os, compressao, programacao,

disco brasileiro.
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Introducciéon

Elestado de esfuerzos internos en un disco sometido a cargas diametrales presenta
una distribucion muy compleja que varfa notablemente en funcion del tipo de carga
aplicada; a partir de una representacion en relieve, la figura 1 muestra, a manera
de ejemplo, la variacion del campo de esfuerzos en un disco acrilico sometido al
incremento de la carga puntual diametral y controlado mediante un ensayo de
fotoelasticidad. El descubrimiento de la técnica de fotoelasticidad se debe a sir
David Brewster en 1816, quien observd que cuando una pieza de vidrio cargada
es iluminada mediante luz polarizada, aparece un patron de colores causado por

los esfuerzos que hay en la pieza.

ip, Vz V3

, t, .

Figura 1. Variacién en el estado de esfuerzos parap, <p,<p,<p,

Fuente: Bahamon y Vesga (2012).

Los andlisis tedricos de la distribucion de los esfuerzos en este problema han tenido
diversas propuestas de soluciones a partir de la mecanica de materiales. Basados
en la teorfa de elasticidad, Timoshenko y Goodier (1970) presentan la solucién
analitica para la determinacién de los esfuerzos internos dentro de un disco circular
de didmetro d y de un espesor unitario, sometido a la accion de dos fuerzas con-
centradas iguales de magnitud P pero de sentido contrario, y que actan alo largo
del didmetro vertical de la muestra; la solucion planteada se trabaja en coordenadas

cartesianas como se indica en la figura 2.
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Figura 2. Esquema de carga para disco sometido a dos fuerzas iguales y opuestas P

Fuente: Timoshenko y Goodier (1970).

Como resultados principales de la solucion planteada en ese trabajo se encuentra

que los esfuerzos alo largo del didmetro horizontal tienen la siguiente magnitud:

4
b P At (1)

C ()

g

Ademds se demuestra que el valor de o es constante a lo largo del didmetro CD,y

queel o en el centro del disco alcanza un valor maximo de:

0= (2)

Yo

Por tanto, en el centro del disco se obtiene que la magnitud para los esfuerzos

principales es igual a:

2P -6P _ P
UI:E; UZ:E;U:E (3)

Por esta razon, el valor tedrico del esfuerzo en el centro del disco, dado por (o, —

O'x) /0, equivale a 8/, es decir, 2,546, valor que ha sido ampliamente demostrado
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por diversos métodos experimentales como en el trabajo de Durelli (Timoshenko y
Goodier, 1970), en el cual porlos métodos de fotoelasticidad y de Moiré se obtiene
un valor para (O’X — O’X) /= 2,4, muy aproximado al tedrico; sin embargo, también
se reporta que el esfuerzo en el centro puede ser sensiblemente afectado por la

distribucion de la fuerza P en las pequenas dreas de contacto durante el ensayo.

Dadala geometria circular del problema, y limitdndolo a un estado plano de esfuer-
zos, muchas de las soluciones se han planteado en términos de un anlisis en un
campo de coordenadas polaresr, 6. La definicion de los esfuerzos en un elemento
infinitesimal de un cuerpo en coordenadas polaresla expresan con precision Chou

y Pagano (1967), y se ilustran en la figura 3.

da, df
o, +——
a0 2

Figura 3. Esfuerzos en un elemento en coordenadas polares

Fuente: Chouy Pagano (1967).

Sise asume que la dimensién del elemento enla direccién z es unitaria, con aproxi-
maciones de angulos 6 muy pequenos, y finalmente se desprecian las fuerzas de
cuerpo F=F =0, las ecuaciones de equilibrio del elemento infinitesimal en las dos

direcciones principales son:

d J - J d
i+li+u 1&4_&_{_2’7—;9 sinf@ =0 (4)
dr r 90 T r 060  dr T

Para las direcciones principales la ecuacion 4 toma la siguiente forma:
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do

E)Tte o -0

il £ =0paraf=0
Jor r 090 T
o) 0
19% %0 127 — 0 parat= /2 (s)

r 00  Or T

Enla ecuacién de equilibro 5, la primera parte corresponde ala ecuacion de equi-

librio en la direccion radial, y la segunda parte, a la tangencial.

Las soluciones hasta ahora consideradas son propuestas netamente tedricas, pues
en los casos anteriores se parte del supuesto de una solucién en un estado plano
de estuerzos, es decir, bidimensional. La practicidad de poder conocer el estado
de esfuerzos dentro del disco sometido a carga radica, entre muchos otros casos,
en poder determinar pardmetros de resistencia del material. En la actualidad, bajo
esta premisa se han desarrollado multiples ensayos de caracterizacion de materiales
para diversos sectores, desde la industria farmacéutica en el estudio de medica-
mentos con forma de pastilla para determinar su resistencia durante los procesos
de produccion y de almacenamiento, pasando por todos los materiales para la
industria de la construccion y, en el caso particular de la mecanica de rocas, para
desarrollar pruebas répidas, sencillas de realizar y de bajo costo que permitan co-

nocer la resistencia a la traccion de la roca intacta.

Uno delos més aplicados en este aspecto es el denominado ensayo de traccion indi-
recta o brasilero (figura4) desarrollado a mediados del siglo XX, simultdéneamente
pero de forma independiente, por los cientificos Carneiro de Brasil y Akazawa de
Japén (May Hung, 2008); por definicién, la resistencia a la traccién se obtiene por
el ensayo de traccion uniaxial directa, pero este ensayo tiene determinado grado de
dificultad en su aplicacion; de esta manera, la determinacion de la traccion indirec-
ta es mds practica en temas de operacion y de costo, y es uno de los ensayos mds
simples en la mecdnica de rocas, la fractura diametral que se produce en el espéci-

men es producida por la carga aplicada en un rango determinado (ISRM, 2010).

A manera de resumen se puede establecer que para el ensayo brasilero se requiere
que lamdquina de carga se ajuste alos requerimientos de la norma ASTM E-4; los
bloques de contacto entre espécimen y celda de carga deben asegurar un dngulo
de falla entre los 10°y 15° ylalongitud de contacto del arco de carga no debe su-
perar el valor de D/6, siendo D el didmetro de la muestra (numeral 5.2.2, ASTM

—
(=)

REVISTA EPSILON, N° 20 « ENERO-JUNIO 2013 o PP. 11-39 « ISSN 1692-1259



Figura 4. Montaje del ensayo brasilero

Fuente: ASTM, D3967 (2008).

D3967-08), 0 se debe asegurar un dngulo de falla que no supere los 10° (numeral 1,
parte 2. ISRM Doc. 1978).

Elespécimen de ensayo debe tener un didmetro minimo correspondiente al de una
broca de perforacién serie NX, con una muestra efectiva de 54 mm (numeral 3,
parte 2. ISRM Doc. 1978) y con una relacion de espesor sobre didmetro (t/D)
entre 0,2y 0,75 (numeral 7.1, ASTM D3967-08).

La aplicacion de carga se realiza con una velocidad controlada de 200 N/s (nu-
meral 3(e), parte 2. ISRM Doc. 1978) o con un control por esfuerzos entre 0,05
y 0,35 MPa/s para una duracién de ensayo entre 1 y 10 min (numeral 8.3, ASTM
D3967-08). El valor de la resistencia a la traccion del espécimen en MPa puede

ser calculado como:

0,636P
o =
! Dt

(Numeml 4. Parte 2. ISRM Doc.1978)

ESTUDIO ANALITICO DEL ESTADO DE ESFUERZOS EN UN DISCO INDEFORMABLE ANTE CARGA DIAMETRAL

REVISTA EPSILON, N° 20 « ENERO-JUNIO 2013 « PP. 11-39 ¢ ISSN 1692-1259

[y
~



ADOLFO CAMILO TORRES PRADA, FABIAN AUGUSTO LAMUS BAEZ, SEBASTIAN BAHAMON BLANCO, JUAN SEBASTIAN VESGA MEDINA

o :% (Numeral 9.1. ASTM D3967-08) (6)

t
e

El estado de esfuerzos que experimentan los especimenes bajo las caracteristicas
de un ensayo brasilero ha sido estudiado de manera teérica por diversos investi-
gadores por largo tiempo, con el fin de poder relacionar la carga que produce la
falla del disco con la verdadera resistencia del material a Ia traccion. En el trabajo
de Ye, Wu, Zhang y Ji (2012) se presenta la solucion analitica para los estados
de esfuerzos y deformaciones dentro del espécimen de disco en un ensayo brasi-
lero con el supuesto de aplicacion de cargas concentradas. La solucion se trabaja en
coordenadas cartesianas ylos resultados tedricos en este estudio son comparados
con dos series de pruebas experimentales; dentro de las conclusiones se plantea
que en algunos casos existen grandes discrepancias entre los cdlculos tedricos
de deformaciones dentro del espécimen y los registrados en las pruebas experi-
mentales, y se establecen algunos limites respecto a en cuéles condiciones existe

correspondencia con las pruebas experimentales.

La usual idealizacion de que la fuerza de compresion aplicada durante el ensayo
brasilero trabaja como una carga concentrada ha sido cuestionada desde hace
tiempo, y se sabe por la practica ingenieril y experimental que durante el ensayo
brasilero en realidad la carga se aplica en un drea de contacto. Porlo anterior se han
desarrollado intensos trabajos tedricos y experimentales que permiten avanzar
en determinar el estado interno de esfuerzos del disco durante la prueba, bajo la

hipétesis de diferentes tipos de distribucién de la carga (figura S).

May Hung (2008) presentan en su trabajo un andlisis numérico a partir de la so-
lucion tedrica del estado de deformaciones del disco, bajo el supuesto de una carga
uniformemente distribuida sobre un drea de carga que varia entre 0 < w,< 60°. La
complejidad de poder plantear una respuesta analitica al problema hallevado a al-
gunos investigadores a formular alternativas incluso en la geometria del problema,
un ejemplo de lo anterior se presenta en el trabajo de Wanget al. (2004) en el cual
los autores proponen un corte plano en las dos caras del disco para garantizar la
uniformidad de la carga aplicada; en apariencia, el cambio en la geometria del disco
mejora ligeramente las aproximaciones tedricas con las pruebas experimentales; sin
embargo, esta propuesta complica el ensayo debido al incremento en el tiempo de
preparacion de la muestra y a que en la practica se pueden deteriorar las muestras

y aumentar el costo del ensayo.

—
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Figura S. Distribucion de cargas en diferentes estudios tedricos

Fuente: Markides et al. (2012a).

Markides ef al. (2010) avanzan en un andlisis teérico del estado de esfuerzos para
el disco brasilero sometido a carga distribuida radial, trabajando sobre la geome-
tria original del disco circular. Al comparar los resultados tedricos con una serie
de pruebas experimentales con lectura de deformaciones de los especimenes se
vuelven a poner de manifiesto las inconsistencias en los resultados; algunas de las
mds importantes tienen que ver con que el modelo tedrico entrega resultados de
la concentracion de los esfuerzos maximos nuevamente en el eje vertical del es-
pécimen, por donde se esperaria la fractura del material por superar su resistencia
a la traccion; sin embargo, las pruebas experimentales muestran que en el caso
particular estudiado las muestras se fracturaron también al final de la zona cargada,

como se observa en la figura 6.

Figura 6. Fallas tipicas en un ensayo brasilero con w,= 10°

Fuente: Markides et al. (2010).
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En sus conclusiones los autores vuelven a validar que el ensayo brasilero no es
un método recomendable para medir la resistencia a la tracciéon del material, pe-
ro que dada la simplicidad del ensayo y con determinada estandarizacién en las
dimensiones puede contribuir en la clasificacién mecanica de la roca. Dentro de
las conclusiones del mismo trabajo los autores exponen que los resultados entre
la solucion tedrica y las pruebas experimentales desarrolladas son, en general,
satisfactorios en casi todo el espacio del disco, a excepcion de los puntos muy cer-
canos ala zona cargada; adicionalmente establecen que enla practica la inevitable
inclinacion de los ejes de carga respecto a los planos del contorno del espécimen
introducen discrepancias adicionales en la veracidad de los planos de esfuerzos y

deformaciones asumidas en el andlisis tedrico.

Uno de los grandes avances en la solucién tedrica del problema planteada en la
propuesta de Markides et al. (2010) fue la de dividir o condicionar el analisis del
estado de esfuerzos dentro del disco en dos zonas, asi: la zona I para puntos del disco
dentro o por debajo del drea cargada, y la zona II para puntos del disco por fuera
del drea de carga; para cadauna delas dos zonas las ecuaciones para determinarlos
esfuerzos dentro del disco son condicionadas mediante una serie de argumentos

matemadticos expuestos también por los autores en su trabajo.

Los mismos autores presentan una nueva solucién en su trabajo The Brazilian disc
under non-uniform distribution of radial pressure and friction (Markides et al, 2012),
en esa propuesta introducen varios conceptos importantes para mejorar los resul-
tados tedricos y experimentales. El esquema de célculo tedrico propuesto en esa

solucion se indica en la figura 7.

Entre los nuevos conceptos se destaca el cambio en la distribucion de la carga
aplicada, p, que varia de magnitud desde un méaximo en el punto central en la po-
sicion del eje vertical del disco y decrece de forma sinusoidal y radial hasta cero
en los extremos del drea de carga, también se introduce una fuerza de friccion T
no uniforme que actua en el drea de carga. La solucion propuesta en forma de una

serie robusta de ecuaciones parte de los siguientes supuestos:

a) Elproblema es completamente simétrico; por tanto, el andlisis se realiza para

el primer cuarto de circunferencia.

(o)
S
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Figura 7. Esquema de célculo y definicién de simbolos en el andlisis teérico del ensayo de
disco brasilero bajo compresién sinusoidal p y friccién T

Fuente: Markides (2012).

b) Serealizala diferenciacién de las doszonas de andlisis propuestas en su trabajo
anterior, estas son determinantes para la seleccién correcta de los parémetros

de condiciéon de las ecuaciones.

c) Paraladeterminacién de los esfuerzos se toma un valor de radio r y un éngulo
de direccion 0. Por tanto, el resultado quedara en términos de coordenadas

polares.

d) Lasecuaciones se basan en relaciones trigonométricas que solo acttian como
un factor amplificador para el término ¢/27, donde ¢ equivale al valor en uni-
dades de esfuerzo de la maxima carga P, €1 el drea cargada relacionada con

el dngulo w, y se calcula a partir de la ecuacion 7.
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P

c=—tmaxl (7)

sin 90 — cos Wy

Dentro de las principales conclusiones de la solucion planteada (Markides et al,,
2012) se destaca que el estado de esfuerzos en la parte central del disco se com-
porta de manera similar al estado de esfuerzos para un disco sometido a una carga
distribuida radial pero en el contorno y puntos préximos al drea de carga cambian
drasticamente. El hecho de introducir la fuerza de friccién produce cambios im-
portantes en el estado de esfuerzos en las proximidades de la zona de aplicacién de

la carga; sin embargo, hacia el interior del disco su incidencia se hace despreciable.

Ademis se resalta que en el calculo general la introduccion de la friccion amplifica
notablemente el estado de esfuerzos cerca de los arcos cargados, lo cual debe ser
tema de mayor investigacion, ya que en pruebas experimentales se ha observado
que este incremento no se produce en la realidad debido a la microfracturacion

periférica del disco en los arcos cargados.

Por lo anterior, en la presente investigacion se realiza un anélisis del componen-
te p de la carga y no se considera el componente de friccion T,y en los andlisis
de resultados se considera esta simplificacion, por tanto, de acuerdo con las con-
diciones mencionadas, las ecuaciones para determinar el campo de esfuerzos del
disco debido alaaccion dela carga o presion externa sinusoidal y radial p, y que se
relacionan con los valores de estuerzo o , 7,y T, para cualquier punto al interior

del disco son:

Enla ecuacion 8los términos contenidos dentro del indicador “~” deben interpre-
tarse de la siguiente forma: el término superior se usa para determinar el compo-
nente de esfuerzo o, y el inferior para evaluar el componente o,; de igual manera,
el signo superior dentro del simbolo “+” se usa para calcular el componente o, y

elinferior para o,

[\®)
(3]
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r*+4R%1_R*

3 1 2ff.2 Y
2Rr sin0—2cosw0 [arg(tl—z)—arg(tz+z)]+R—1 M+coswosin9 *
34 4R . 2Rr
2R’
Rsinwy —rcosd Rsinwy —rcosd
+ _
R2+rz—2Rsin(9+wo) RZ+72—2Rsin(0+wo)
rsin 20 ~Rcoswy—rsind Rcosw,—rsind rlcos20—R? )
——coswocosﬁ — +— + —coswosme *
2R R +r —2Rsin(6+w0) R +r —ZRsin(H—wo) 2Ry
Rsinw, +7cosf Rsinw, +7cosf

0 . o
R*+17 4 2Rrsin(0+wy)  RP+r*+ 2Rrsin(0-w; )

rsin 20 —Rcos Wy rsin6 Rcos;;.)o —rsind
+cosw, cost — t—
R +r +2Rrsin(0+wo) R +r +ZRrsin(0—w0)
(8)
oo
ng )=
2 2 2
. (R —r) R*+1° —Rrsin (0w, ) R*+1% 4 2Rrsin(0-w; ) | (44 _R?
—1+——*sinf|In —In + 0s6 [arg(tz—z)f
I 2R? Rz+rz—2Rrsin(9+w0) RZ+TZ+2Rrsin(0+wo) 2Rr?
22,2000 R2 —Rcosc in@
arg([l—z)—arg([z+z)+arg([1+z)]—u M+coswosin0 * %
r 2Rr R +r —2Rrsin(€+w0)
Rcoswo—'rsinﬂ rsin 20 Rsinwo—'fcosﬁ Rsinwc—rcosG r2cos20—R?
+ —cosw, cost T -— -
Rz+r2—2Rrsin(9—wo) 2R R +r —2Rrsin(9+wo) R +r —ZR'rsin(O—wo) 2Rr
coswosin0)* —Rcoswo—rsin(') . Rcosw0+rsin9 (Tsng+cosw0cos(9] Rsinw0+'rcos€
R2+rz+2Rrsin(9+wo) RZ+TZ+ZRrsin(9—wO) 2R R2+72+2Rrsin(9+wo)

Rsin wy +rcost

R*+17 4 2Rrsin 0+

()

Lautilizacion de las dos zonas de andlisis requiere el uso de una serie de argumen-

tos, también definidos como relaciones trigonométricas. Los argumentos en las

zonas [y Il se expresan en el sistema de ecuaciones 10:
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Argumentos de la zona 1: Argumentos de la zona 2:

0
Rsinw, —rcosf

Rcosw, —rsinf Rcosw, —rsinf

arg(t1 — z) = arctan arg(t1 - z) =m+arctan - 0
sinw, —71cosf

0 0
Rcoswo+rsin9 Rcosw0+rsin9
arg(t1 +z) =arctan| —————— arg(tI +z) =arctan| ——————
Rsin W, +7rconf Rsin W, +7cosf
‘ (10)
Rcoswo—rsm9 Rcoswo—rsin0
arg(tz—z):w—arctan —_— arg(tz—z)zﬂfarctan _
Rsmwo+rcos(9 Rsinw0+rc059
Reosw, +rsin6 Rcosw0+rsin9

arg(tz +z)=7r—arctan arg(t2+z)=—arctan

Rsinw, —rcos6 Rsinwo—rCOSH

La gran ventaja de esta solucion radica en el hecho de que los intensos gradientes
de esfuerzos que aparecen cerca de los extremos cargados cuando se considera una
carga distribuida radial son eliminados, aproximandose mucho mas alos compor-

tamientos naturales durante las pruebas experimentales.

Con todo el material hasta aqui expuesto se hace evidente que el problema estu-
diado sigue siendo muy complejo y una aproximacion teérica se debe mejorar a
partir de otros métodos de investigacion que también han puesto de manifiesto la
sensibilidad que tiene el tipo y la distribucion de la carga aplicada, y su efecto sobre

el estado de esfuerzos dentro del disco.

Se han llevado a cabo estudios de la incidencia del aumento progresivo del drea
de contacto de la carga utilizando el Método de Elementos Finitos (FEM), entre
estos el realizado por Yu, Zhangy Zhang (2008), donde se muestra una variacion
del arco de contacto, con un dngulo de falla de 20°. Esta propuesta surge a partir
de las criticas dadas al ensayo de traccion indirecta desde el ano 1964, porque el
valor de resistencia obtenido ala traccion es mas bajo que el valor verdadero que se
tiene a partir de un modelo con una relacion didmetro/espesor de 0,2 (Fairhurst,
2007). Estos estudios mostraron los siguientes resultados: la comparacién entre
los resultados de traccion directa, traccion indirecta tradicional y el ensayo modi-
ficado a longitud de contacto de arco de 20° muestra que el valor de resistencia a
traccion dado por el ensayo a 20° es menor que el valor de resistencia a traccion
que se obtiene al realizar pruebas de traccién directa y brasilero tradicional, y que
a partir de la modelacion con elementos finitos y los resultados de ensayo se en-
cuentra una disminucion notable de los valores de esfuerzo a traccion en el campo
de esfuerzos, debido ala presenciay el aumento de los esfuerzos a compresion en

ciertas regiones de la muestra.
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Elestudio del comportamiento de este tipo de especimenes en el ensayo brasilero
mediante la modificacion del arco de contacto de carga también fue estudiado
recientemente por Erarslan y Williams (201 1), quienes motivados por las incon-
sistencias del ensayo brasilero con respecto a los verdaderos valores de resistencia
ala traccién y las recomendaciones realizadas por la ISRM (2010) para la ejecu-
cion de este tipo de pruebas en materiales rocosos, analizaron la variacion de los
siguientes dngulos de carga w : 15°,20°y 30°. La realizaciéon de un solucién analitica
basica, la utilizacion de una modelacion tipo FEM y la ejecucion de ensayos de
laboratorio permitieron la comparacion de los ensayos realizados con el tradicional
ensayo brasilero. La investigacion base se realizé con especimenes de areniscas y
granito. Los resultados obtenidos fueron los siguientes: para w, de 15°los valores
de resistencia de esfuerzo a la traccion son los mds bajos, para w,de 20°y 30° los
valores de traccion aumentan escalonadamente pero sin superar el valor de trac-
cién obtenido mediante el brasilero tradicional; de la misma manera, los autores
sugieren que la disminucién notable de los esfuerzos a traccion es causada por la
presencia de esfuerzos a compresién que se hacen mayores en el contorno de

la muestra y en la mayoria de su zona periférica.

Apartir dela solucién propuesta por Markides et al. (2012) con su nueva distribu-
cién de carga aplicada p, en el presente articulo se muestra la investigacion analitica
que se realiz6 con el propésito de estudiar el estado de esfuerzos internos de un
disco de didametro aproximado a 47,60 mm, que en la practica corresponderfa a
especimenes de roca recuperados con una broca de perforacion tipo NQ. Como
objetivos del estudio se plantearon, en primer lugar, estudiar la incidencia en el
estado tensional dentro del disco por la variacion de la longitud de los arcos de
contacto de la carga aplicada y, adicionalmente, determinar si existe un valor para

w, en el que hay una condicion primordial de compresion dentro del material.

Metodologia

Para alcanzar los dos objetivos planteados se realiza una investigacion de tipo nu-
mérico experimental basada en las ecuaciones (8), (9) y (10), las cuales entregan
las magnitudes del campo de esfuerzos en sus tres componentes: o , 0,y T, para
cualquier punto en el interior del disco. Como constantes se han establecido: la
geometria del disco caracterizado por suradio R =23,5x 10 m, radio que corres-

ponde a una muestra recuperada con una broca de perforacion NQ; la magnitud
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del esfuerzo aplicado ¢ = 50 MPa, valor que corresponde alos esfuerzos admisibles

a compresion de una roca de resistencia media.

Entre tanto, se ha fijado como variable la distribucion de la carga en el perimetro
de lamuestra en términos del dngulo interno w, medido desde el centro del disco y
que barre los limites del drea cargada. Se han establecido cinco valores de variacion

de w,, asi: carga concentrada, 7,5° 15°, 30° y 45°. Dada la magnitud del trabajo de

o
cilculo se opt6 por desarrollar tres programas sencillos en lenguaje Fortran para
el cdlculo delos esfuerzos. La interpretacion visual de los resultados se llevo a cabo

mediante imdgenes tipo relieve construidas con una herramienta CAD.
Definicion del algoritmo de programacion

Una vez determinadas las constantes y variables fundamentales de los calculos
de los esfuerzos, se establece el algoritmo de programacién que se muestra en la

fhigura 8.

Conel fin de organizary simplificar los calculos se seccionaron las ecuaciones (8)

(9) y (10) y se definieron los siguientes tres factores:

Factor A: factor multiplicador con variables trigonométricas y logaritmicas antes

de los argumentos de la zona analizada.

Factor B: factor multiplicador en el cual se tienen en cuenta los argumentos de la

zona analizada.

Factor C: factor multiplicador con variables trigonométricas después del factor en

el cual se tienen en cuenta los argumentos de la zona analizada.

Se establecio ademds la geometria del campo de estuerzos por calcular, por me-
dio de un mallado en coordenadas polares que definen los puntos en donde se
calculan las tres componentes del esfuerzo: o, o)y 7, En la figura 9 se presenta
la distribucion geométrica para el calculo. El radio de la muestra R se divide en 10
segmentos y cada cuadrante en 8 sectores de 12,5° cada uno, lo que genera una
malla de 11 valores de ry 9 valores para 8 que producen 91 puntos de cdlculo de
las tres componentes de esfuerzos, es decir, 273 cdlculos para cada valor de w , con
un total de 1365 calculos para las cinco variaciones de w,

[}
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INICIO

1

v

2

Y

Declaracion Comsikr
de variables P No  Célculo del
Esregion 12— factorBenla
Correr el programa regién 2
Asignacion de los datos de
entrada en datosd.txt: diam, r—v— # St
anca, ac, pmax, divr, divt Abre datosd.txt Célculo del factor B
k—‘ en laregion 1
Asignacion de variables: i
. * n ) =0
Pi= atan(a)*4 radio= diam/2 Comi=0 Calculo del factor C
dr=radio/divr Datos completos - No Do while (i<divr) de la ecuacion
dt=pi/divt paradryde? I=itl
pz=radio*sin (anca”pi/180) J=0
ac=anca* pi/180 Do whi.le (j<k) Calculo del esfuerzo
+S{ J=j+l
Cont= cont+1 - -
Asignacion del Calculo del factor Coemeat; l)fi'd: Creac;on d]ildarchwo
factor A, By C Adela ecuacion Cooricont, 2)=j-1)"dt € salida
Asignacion del Determinacion de la N
factor A, By C region evaluada para el
factor B
Asignacion del orden de +

la matriz de resultados N
Asignacion del nombre
del archivo de salida

Asignacion de las filas
calculadas en el archivo
de salida

Figura 8. Algoritmo de la programacién para el célculo de esfuerzos dentro del disco

M Divisiones de radio (10)

B Divisiones de angulo (8)

B Punto evaluado

B Cargaaplicada A w=7,5°

B Cargaaplicada A w=15°
Carga aplicada A w =30°

[ Cargaaplicada A w =45°

Nota: solo se evaltia un cuarto de
la circunferencia, dada la aximetria
del modelo

Figura 9. Definicién de las condiciones de carga y nodos de cilculo en coordenadas polares

ESTUDIO ANALITICO DEL ESTADO DE ESFUERZOS EN UN DISCO INDEFORMABLE ANTE CARGA DIAMETRAL

REVISTA EPSILON, N° 20 « ENERO-JUNIO 2013 o PP. 11-39 « ISSN 1692-1259

(3]
~



ADOLFO CAMILO TORRES PRADA, FABIAN AUGUSTO LAMUS BAEZ, SEBASTIAN BAHAMON BLANCO, JUAN SEBASTIAN VESGA MEDINA

Desarrollo del programa

Debido ala extension delos célculos se generaron tres subprogramas, uno para cada
componente de esfuerzo en coordenadas polares (r, §), a estos se les denomind
de la siguiente manera: ‘radiales rr.f95” calculan la magnitud del componente de
esfuerzo radial ¢ ; “normales thth.f95” calculan la magnitud del componente
de esfuerzo normal o, ‘cortantes rth.f957, calculan la magnitud del componente de
esfuerzo cortante 7, La nomenclatura de las variables generales que se usaron en

cada programa se presenta en la tabla 1.

Tabla 1. Definicién de las variables de programacion

NOMENCLATURA DEFINICION NOMENCLATURA DEFINICION
divr Divisiones de radio dt Angulo de ubicacién (grados)
divt Divisiones de angulo dr Radio de ubicacion (mm)
ndat Numero de datos n Valoriguala 1, célculo de atan
iLjk,m Contadores para bucles pi Valor de pi: 3.14159
cont Contador ti dngulo de andlisis
zona Zona evaluada ri radio de andlisis
diam Didmetro de la muestra compara Condicional
anca Angulo de carga (radianes) | coor Tamano de la matriz
ac Angulo de carga (grados) | nththc }(E;/?f_)?;zos normales 00 por carga
pmax Esfuerzo maximo aplicado e Esfuerzos radiales rr por carga
(MPa) (MPa)
radio Radio de la muestra (mm) | crthe I(E;/il;ir)zos cortantes 1 por carga

Debido a que Fortran no permite establecer lineas demasiado extensas, cada una de
las ecuaciones se segmento en partes, y estas partes se dejaron establecidas como
términos mds cortos que la expresion original, aunque finalmente se determina
el valor de cada esfuerzo o operando dichos términos. En la figura 10 se muestra
un ejemplo de la nomenclatura utilizada en dichas partes de las formulaciones, en
donde las tres primeras letras del nuevo término de programacion indican el tipo

de esfuerzo y direccion que se estd evaluando.

(S
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N
esfuerzo j

direccion
(1r)

T 1 division secundaria

division primaria

Figura 10. Definicién de la nomenclatura de las variables de esfuerzos

Paralas divisiones primaria y secundaria se asigna una letra cuando hay un término

con muchas operaciones, se asigna un nimero a cada una de las operaciones, tal

como se describe a continuacién a manera de ejemplo en una parte de la formu-

laciéon de Markides:
—Rcoswo +7rsindd Rcoswo —7rsindd r2cos29 —R* )
. + —coswsind
RZ+TZ—2RTsin(79+wO) Rz+r2—2R'rsin(19—w0) 2Ry
(nrrcis) (nrrci6) (nrrei7)
Rsinwo +1rcost) RsimuO —1rcost rsin2
+ — +coswcost
R2+72+2rsin(19+wo) RZ+TZ+2'rsin('l9—w0)

(nrrci8) (nrrci9) (nrreil0)

—RcoswO —rsindd RcoswO —rsindd

RZ+TZ+ZR5in(19+w0) " RZ+TZ+2Rsin(19—w0)

(nrrcil 1) (nrrcil2)

Figura 11. Definiciéon de los términos de la ecuacién en el lenguaje de programacioén

Enlaslineas 158 a 168 del programa “radiales rr.f95” se tiene la evaluacion de cada

parte, asi:

158
159
160
161
162
163
164
165

nrrciS=((-radio*cos(ac) )+ (ri*sin(ti))) /( ((radio**2)+(ri**2)-(2*radio*ri*sin(ti+ac) ) ) )
end if

nrrci6=((radio*cos(ac) )-(ri*sin(ti))) /((radio**2)+(ri**2)-(2*radio*ri*sin(ti-ac) ) )
nrrci7=((((ri**2)*(cos(27ti)))-(radio**2)) /(2 *radio*ri) )-(cos(ac) *sin(ti) )
nrrci8=((radio*sin(ac) )+ (ri*cos(ti)))/(((radio**2)+(ri**2)+(2*radio*ri*sin(ti+ac) ) ) )
nrrci9=((radio*sin(ac))-(ri*cos(ti))) /(((radio™*2)+(ri**2)+(2*radio"ri*sin(ti-ac) ) ) )
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166 nrrcil0=((ri*sin(2*ti))/(2*radio) ) +((cos(ac) ) *(cos(ti)))
167  nrrcil 1=((-radio*cos(ac))-(ri*sin(ti)))/(((radio™*2)+(ri**2)+(2*radio*ri*sin(ti+ac) ) ) )
168 nrrcil2=((radio*cos(ac))+(ri*sin(ti)))/(( (radio™*2)+(ri**2)+(2*radio*ri*sin(ti-ac) ) ) )

Finalmente se hacen las operaciones correspondientes, como la que aparece en la

linea 169 del mismo programa:
169  nrrci=... (nrrciS+nrrci6) )+ (nrrci7* (nrrci8+nrrci9) ) - (nrrcil 0% (nrrcil 1+nrreil 2) )

Las lineas de programacion reflejan los diferentes términos y operadores que se
utilizan para el cdlculo de los esfuerzos, y también las condicionales y érdenes del
lenguaje base utilizado. Los tres programas para el cilculo del estado de esfuerzos
del componente de carga p dentro de un disco no compresible sometido a una
carga no uniforme de tipo sinuosoidal han sido publicados enla version electronica
de esta revista y se pueden descargar libremente en el sitio: http://revistaslasalle.

edu.co/index.php/ep/issue/view/S0.

Resultados

Los resultados de los programas son entregados en formato .txt en intensas listas

de resultados, como se observa en la figura 12.

’
| normales rricarga): Bloc de notas =5
Archivo  Edicion  Formato  Ver Ayuda

2. 35000 0. 00000 124.475 -
2.35000 0.196350 1981.47 4
2. 35000 0. 392699 3F77.15
2.35000 0. 589049 5445, 35
2. 35000 0.785398 6921. 35
2.35000 0.981748 B144.26 =
2. 35000 1.17810 9060.63 1
2. 35000 1.37445 9628.46
2.35000 1.57080 9820. 83
4.70000 0. 00000 151.932
4. 70000 0.196350 546.011
4. 70000 0.392699 932.715
4. 70000 0. 589049 1300. 22
4.70000 0.785398 1634.12
4.70000 0.981748 1917.98
4.70000 1.17810 2135. 30
4.70000 1.37445 2271.99
4. 70000 1.57080 2318.65
7.05000 0. 00000 175.883
7.05000 0.196350 300.780
7.05000 0.392699 426. 346
7.05000 0. 58 550.569
7.05000 0.785398 668.653
7.05000 0.981748 773.119
7.05000 1.17810 B55.402
7.05000 1.37445 908.018
7.05000 1.57080 926.107
9.40000 0. 00000 195.485
9.40000 0.196350 229.525
9.40000 0.392699 265.325 1

Figura 12. Resultados crudos de los cdlculos por programacion

W
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La informacion de los archivos de texto se proceso para ser presentada como un
conjunto de tres imdgenes construidas con la herramienta CivilCad3D (versién
metrix) tomando para cada coordenada calculada (r, 8) el valor de las magnitudes
de esfuerzos como elevaciones; las imagenes obtenidas se muestran en la figura 13.
Esta distribucion de esfuerzos representa los valores de traccion y compresion para

diferentes dngulos de carga, las magnitudes se representan en una escala de color

O Obo Trp Escala (MPa)

-50.0000
-0.0039
0.0000
0.0009
0.0039
0.0120
0.0429
0.2030
1.089

411.923

-15.659
-0.841
0.0129
0.125
0.574
1.339
4.851
403.593

795296

-29.923
-1.S12
0.067
0312
2188
4.779
10.817
779.646

1374.44

-35.795
-2.968
0.158
1.146
8.095
16.687
23924
1350.74

1582.01

-29.886
-4.460
0241
2.886
12.510
32.188
42228

1563.03

000:7,50

(002150

w0:30°

(,00=450

Figura 13. Estado de esfuerzos en un disco indeformable. R = 23,5 mm, ¢ = 50 Mpa
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conlos valores deloslimites superior e inferior de cada zona; todoslos valores se en-

cuentran en MPa debido a que la presion externa aplicada corresponde a c=S0MPa.
Andlisis de resultados

En términos generales los resultados muestran un comportamiento del estado
de esfuerzo en correspondencia con la discusion previa de la introduccion, en
particular se destaca que en los puntos proximos al centro del disco r=0y en los
puntos del perimetro cercanos al arco de carga, es decir, con una condicién de w,,
=0, se tienen esfuerzos o'y 0, extremadamente magnificados; entre tanto, el com-
portamiento del esfuerzo cortante 7 ; es confiable para todo el disco, por ejemplo,
para w, = 45° existen esfuerzos maximos calculados de o,=1563,03 Mpay de Ty
=-1582,01 localizados en el centro del disco, también existen esfuerzos de traccion
cercanos alos maximos valores calculados de 1500 Mpa, tanto para o, como para
el componente o, en los puntos donde termina el arco de carga en el disco. Estos
picos extremos son resultado propio de las condiciones algebraicas de la solucion

en las fronteras del espacio de cdlculo.

Para un adecuado andlisis de los resultados se debe, por tanto, depurar inicialmen-
te los datos considerando los puntos particulares descritos anteriormente donde
se excede el valor normal de la magnitud del esfuerzo, que en teoria deben ser
de magnitud similar al esfuerzo méximo aplicado de ¢ = 50 Mpa. Para tal fin, y de
acuerdo con lo propuesto por Chen, Pan y Amadei (1998) y Jianhong, Wuy Sun
(2008), la representacion de la distribucién de esfuerzos puede realizarse a partir
de lineas de un mismo nivel de esfuerzo como se muestra en la figura 14 y donde

no se registran los picos magnificados del célculo.

Una vez obtenidos los estados depurados de esfuerzos, se pueden observar las va-
riaciones por cada componente de esfuerzos en relacién con un aumento del arco
cargado w ; en términos generales, con respecto alos componentes de esfuerzo oy
0,,se aprecia que la variacion del estado de estuerzos para el componente o7 dentro
de la zona central del disco aumenta en aproximadamente 10 veces pero se man-
tiene en condiciones de traccion; entre tanto, la variacion del estado de esfuerzos
para el componente ¢, aumenta pero en menor proporcion, en aproximadamente

solo dos veces, manteniéndose el estado a compresion para este componente.
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w0=7,5°

w0:15°

0.)0:300

w0=45°

Figura 14. Estado de esfuerzos en un disco indeformable. R = 23,5 mm, ¢ = 50 Mpa

Con relacion al esfuerzo cortante 7, se puede observar una variacion de la distri-
bucion pero que en general se mantiene en magnitudes muy pequenas, y alo largo
del eje vertical del disco son cercanas a cero. En detalle, la figura 15 muestra en el
cuadrante indicado del disco la variacion del esfuerzo radial para los diferentes

dngulos de carga.
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Figura 15. Variacion de los esfuerzos o _mdximos en relaciéon con el valor de w o

La ﬁgura 15 permite observar que para todos w,> 00 se presenta un cambio en el
estado de esfuerzos de traccion a compresion en aproximadamente r = 0,6 R. El
rango de valores extremos de tensiones se tiene en cercanias al centro r = 0 del disco
para w,_30° con 22 Mpa, y el mayor para w,_7,5° con 39 Mpa; entre tanto, en el
lado de compresiones el rango de los valores extremos de esfuerzo se localizan en
r=Rparaw,=7,5° el mayor con-49 Mpay el menor paraw,=45°con 39 Mpa, se
destaca que el maximo esfuerzo de traccion se reduce en el centro a medida que
se aumenta el valor de w, llegando a un minimo para w = 30°y vuelve a aumentar
para el caso de w,=45°. La menor relacion de esfuerzos de traccion-compresion
se alcanza para w,= 30°, con un valor de ¢/, /o, = 0,6. En la igura 16 se expone la
variacion del esfuerzo normal en el cuadrante indicado del disco paralos diferentes

angulos de carga.

La figura 16 muestra un comportamiento proporcional entre el aumento del valor
de w,y el incremento en el valor del esfuerzo maximo a compresion en r = 0. Pa-
raw,_0°con-1,1 Mpay el mayor para w,_45° con -57 Mpa. Entre tanto, para los
puntos cercanos al perimetro r = Rel comportamiento es inversamente propor-

cional, donde se tiene que para w,= 0° el mayor con -50 Mpa y el menor para w =

w
g
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450 con-20 Mpa. Enla figura 16 también se evidencia que para w,= 30° se tiene el
mayor grado de compresion en el disco. La figura 17 presenta los bajos niveles de
esfuerzos cortantes 7, que se producen en el disco; nuevamente se observa que
en los puntos hacia el interior del disco por dentro del valor r = 0,6 R se presentan

las mayores variaciones del esfuerzo cortante.

Esfuerzos Normales Mdximos (O'ee)

20

0 T T T \
-60 -40 -20 0 20

Esfuerzo Normal (MPa)

—— 0)=0° —h— =75 —lh— =150 e =30° - @ = =45

Figura 16. Variacion de los esfuerzos 0,, maximos en relaciéon con el valor de v,

00

Del analisis anterior se destacan las condiciones de traccion que se presentan en
el componente radial del esfuerzo; asi mismo, que en el componente normal pre-
valece la condicién a compresion del material y que el componente del esfuerzo
cortante es variable pero de valores bajos de magnitud. En este orden de ideas, bajo
las condiciones establecidas en el presente estudio, la mejor condicion de esfuerzos
acompresion prevalece en el material del disco cuando se tiene una carga aplicada

penunarco de ValOI’ wO: 300e.
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Esfuerzos Cortantes Maximos (t,y)
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Figura 17. Variacién de los esfuerzos 7,

-, maximos en relacién con el valor de v,

Conclusiones

Con base en el desarrollo y el andlisis de resultados se destacan las siguientes con-

clusiones:

La propuesta analitica base utilizada (Markides ef al,, 2012) para la solucién del
problema de determinar el estado de esfuerzos internos en un disco sometido a
una carga diametral presenta un adecuado resultado de la magnitud y distribucion
delos esfuerzos en el interior del disco, sin embargo, se hace necesaria una depura-
cion de datos puntuales en determinadas zonas donde hay una magnificacion del
valor del esfuerzo, principalmente en el centro del disco y en puntos cercanos al
perimetro que se encuentran en carga, sobre todo en los puntos extremos del arco

de carga.

El desarrollo de la etapa de programacion es simple y permite a cualquier usuario

hacer uso adecuado de los programas que aqul' se muestran. La presentacio’n de

W
(=N
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los resultados por medio de imdgenes con el valor de las magnitudes de esfuer-
z0s, como elevaciones en el disco, generan visualizaciones en 3D que facilitan la
localizacion y la depuracion de los valores magnificados de los esfuerzos. Para
futuros trabajos se sugiere a los potenciales usuarios de los programas aqui desa-
rrollados implementar la fase de generacion de lasimagenes en 3D dentro de cada

programa.

Con relacién a los objetivos de investigacion planteados se puede concluir que
existe una clara incidencia en el estado tensional dentro del disco porla variaciéon de
lalongitud de los arcos de contacto de la carga aplicada; con respecto a este punto
se determind que en el rango de variacion de 7,5° < w, < 45°la variacion del estado
de esfuerzos para el componente ¢_dentro de la zona central del disco aumenta
aproximadamente 10 veces pero se mantiene en condiciones de traccién; entre
tanto, se aprecia que la variacion del estado de esfuerzos para el componente ¢,
aumenta pero en menor proporcion, en aproximadamente solo dos veces, man-

teniéndose el estado a compresion.

En el analisis de la variacion del esfuerzo radial se determiné que lamenor relacion
de esfuerzos de traccién-compresion se alcanza para w »=30° conunvalorde ¢ /
o° = 0,6. Por su parte, en el andlisis realizado parala variacion del esfuerzo normal se
hizo evidente que paraun valor de w = 30° se tiene el mayor grado de compresion
en el disco. Existe un punto geométrico particular cercano al valor de r = 0,6 Ren

donde se presentan las mayores variaciones en el estado de los esfuerzos.

Delanalisis de resultados realizado se puede concluir que en el componente radial
del esfuerzo se presentan esfuerzos de traccion y que, al contrario, en el compo-
nente normal no existen esfuerzos de traccién en el material del disco y que el

componente del esfuerzo cortante es variable pero de valores bajos de magnitud.

Finalmente, la hipotesis planteada de si existe un valor para w, en el que hay una
condicién primordialmente de compresion dentro del material no se corrobora
en el presente estudio analitico, pero se establecié que la mejor condicion de un
estado de esfuerzos a compresion prevalece en el material del disco cuando se
tiene una carga aplicada p en un arco de valor w, = 30°, esto relacionado también

con la menor relacion de esfuerzos radiales de traccion-compresion de valor de

o /o =0,6.
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